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Comment utiliser le Mini-Manuel ? 


La page d'entree de chapitre 

Elle donne le plan du cours, 
ainsi qu'un rappel des objectifs 
pedagogiques du chapitre. 


Le cours 

Le cours, concis et structure, 
expose les notions importantes 
du programme. 


Les rubriques 
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Une erreur a eviter 
Un peu de methode 
Un exemple pour comprendre 
Les points cles a retenir 



Les exercices 

lls sont proposes en fin de chapitre, 
avec leur solution, pour se tester tout 
au long de I'annee. 


OBJECTIFS PLAN 


Cinematique du point 


1 .1 Relativite du mouvement : necessite d'un referential 

1.2 Repere de temps et d'espace 

1.3 Vecteur vitesse d'un point mobile 

1 .4 Vecteur acceleration d'un point mobile 

1 .5 Exemples de mouvement 

1.6 Recapitulate 

>- L'objet de la cinematique du point est I'etude du mouvement d'un point 
sans se preoccuper des causes (les forces) qui lui donnent naissance. 

>- Connaitre le systeme de coordonnees cartesiennes et polaires ou cylindri- 
ques 

> Connaitre I'expression des vecteurs position, vitesse et acceleration dans 
les systemes de coordonnees cartesiennes et cylindriques 

>- Connaitre la definition de quelques mouvements particuliers 


1.1 RELATIVITE DU MOUVEMENT : NECESSITE D'UN 
REFERENTIEL 

a) Introduction 

L’etude du mouvement d’un point implique necessairement la 
presence simultanee du point et d’un observateur qui analyse le 
mouvement de ce point. Selon la position de 1’ observateur les conclu- 
sions peuvent etre differentes alors que I’etude porte sur le meme 
point. Considerons l’exemple simple de la chute d’une bille realisee 
dans le wagon d’un train qui se deplace sur une voie rectiligne a 
vitesse constante. Les resultats de I’etude de ce mouvement obtenus 
par un observateur assis dans ce wagon et un autre immobile sur le 
quai seront inevitablement differents (voir figure 1.1). 
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Chapitre 1 • Cinematique du point 


Le mouvement d’un point est done relatif a un observateur fixe 
dans un referentiel d’ etude. 


> II n’est pas faux par exemple de dire que le soleil est en mouvement 
par rapport a la Terre si T observateur est fixe sur Terre. 11 faut done 
a chaque fois preciser par rapport a quoi T etude du mouvement est 
effectuee. 

> Dans le langage courant ce referentiel est sous entendu. Dans 
l’expression « le train se deplace a vitesse constante » il est evident 
que e’est par rapport au sol et done la Terre. Le voyageur assis dans 
un wagon du train peut dire : « je suis immobile », tout le monde 
comprendra que e’est par rapport au siege du wagon et du wagon 
lui-meme. II peut dire aussi « je me deplace a grande vitesse » et on 
comprendra que e’est par rapport a la Terre. 



Figure 1.1 Relativite du mouvement pour la chute d'une balle dans un 
wagon en mouvement rectiligne uniforme : positions d'une balle a differents 
instants pour un observateur dans le wagon et pour un autre immobile sur le 
quai. 


En mecanique, pour qu'il n'y ait pas de doute possible, il est imperatif de preciser 
par rapport a quoi I'etude du mouvement sera effectuee e'est-a-dire indiquer le 

referentiel choisi. 

b) Notion de referentiel 


Un referentiel (ou solide de reference) est un ensemble de points 
tous fixes les uns par rapport aux autres. L’ observateur qui etudie le 
mouvement d’un point est lui-meme immobile dans ce referentiel. 


Exemple : I'observateur est dans le train, le referentiel est le train. L'observateur est 
sur le quai, le referentiel est la Terre. 


1.1 • Relativite du mouvement : recessite d'un referentiel 
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> Un referentiel peut etre caracterise par son nom. Dans les exemples 
precedents on peut parler du referentiel « train » (constitue de tout 
ce qui est fixe par rapport au train) ou du referentiel « Terrestre » 
(constitue de tout ce qui est fixe par rapport a la Terre) sans qu’il y 
ait d’ambiguite. 

> Un referentiel peut aussi etre caracterise par un point O et trois 
directions fixes dans ce referentiel c’est-a-dire par un repere (O, x, 
y, z). Tout ce qui est fixe dans ce repere constitue le referentiel. 

Par exemple, pour T etude du mouvement d’une bille dans un labo- 

ratoire il est possible de choisir un point O correspondant a la position 
de la bille a un instant initial et 3 axes Ox (longueur), Oy (largeur) et 
Oz (hauteur) lie au laboratoire. Le repere R(0, x, y, z ) definit le refe- 
rentiel d’etude correspondant au referentiel « laboratoire ». 


Pour un referentiel donne il existe une infinite de reperes possibles (infinite de possibi- 


lity de choisir une origine et 3 axes) 


Pour un repere donne il n'existe qu'un referentiel associe (tout ce qui est fixe dans le 
repere forme le referentiel) 


c) Exemples de referentiel a connaitre 

> Le referentiel de Copernic (ou heliocentrique du grec Helios signi- 
fiant Soleil). L’ origine du repere definissant ce referentiel corres- 
pond au centre d’inertie du systeme solaire (pratiquement 
confondu avec le centre d’inertie du Soleil). Les 3 axes du repere 
sont diriges vers 3 etoiles qui s’eloignent du Soleil toujours dans la 
meme direction. 



Figure 1.2 Les referentiels de Copernic et geocentrique : le referentiel geo- 
centrique est en mouvement de translation circulaire uniforme par rapport 
au referentiel de Copernic. 


> Le referentiel geocentrique (du grec geo signifiant Terre). Le 
repere caracterisant ce referentiel a pour origine le centre de la 
Terre et les 3 axes sont des axes qui restent paralleles a ceux du 
referentiel de Copernic. 
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Chapitre 1 • Cinematique du point 


> Le referentiel terrestre : l’origine de repere choisi est liee a la 
Terre ainsi que les 3 axes. 

Le referentiel terrestre est un referentiel en rotation uniforme par 
rapport au referentiel geocentrique (rotation autour d’un axe Nord- 
Sud fixe dans le referentiel geocentrique). 

Le referentiel geocentrique est en mouvement de translation circu- 
laire uniforme par rapport au referentiel de Copernic (voir figure 1.2). 


Un referentiel est defini soit par son nom (exemple : referentiel 
terrestre) soit par un de ses reperes R(0, x, y, z). 


1.2 REPERES 

L’ etude cinematique du mouvement d’un point revient a pouvoir 
repondre aux questions « ou ? » (ou se trouve le point ?) et 
« quand ? » (a quel moment dans le temps ?). Pour repondre a ces 
questions il est necessaire de definir un repere d’espace et un repere 
de temps. 

a) Repere d'espace 

Un repere d’espace est defini par une origine O qui est fixe dans le 
referentiel et des axes de reference orthonormes c’est-a-dire orthogo- 
naux et munis d’une unite de longueur (vecteur unitaire de norme 
egale a 1) qui vont permettre a l’observateur de juger dans quelle 
direction se trouve le point. Les trois axes ferment un triedre direct 
(voir figure 1.3). 



Figure 1 .3 Repere dans un plan (a) et dans I'espace (b). 

L’ etude du mouvement dans un plan necessite 2 axes (Ox, Oy) et 
dans I’espace 3 axes (Ox, Oy, Oz). A chacun de ces axes est associe un 
vecteur unitaire respectivement it x , u v et u z . Les vecteurs 
(n x , u y , u : ) ferment une base orthonormee. 


1.2 • Reperes 
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b) Repere de temps 

Pour pouvoir repondre a la question « quand? » il faut ajouter un 
repere de temps c’est-a-dire une grandeur qui est la variable de temps. 
La duree ecoulee entre 2 evenements ou 2 instants est mesuree au 
moyen d’une horloge ou chronometre. Tout mouvement periodique 
(mouvement qui se reproduit identiquement a lui-meme a intervalle 
de temps successifs et egaux pris comme unite de temps) peut servir 
d'horloge. Le repere de temps est constitue d’une origine des temps 
fixee par l’observateur et d’une duree unitaire fixant une chronologie. 

A chaque instant, on associe un nombre reel t appele date qui 
correspond a la duree ecoulee depuis l’instant origine. 


Instant Origine 

T 


Instant 1 


I 


Dates : t~0 


Unite 

temps 


edevl i, 

ips m 


Instant 2 

v Axe des temps 

t. 


Figure 1 .4 Repere de temps : la duree At entre les instants 1 et 2 correspond 
a la difference de leur date f 2 - 1, 

En mecanique classique ou newtonienne, on postule que le repere 
de temps est le meme pour tous les referentiels et que le temps 
s’ecoule de la meme maniere dans des referentiels en mouvement les 
uns par rapport aux autres. 

c) Le systeme de coordonnees cartesiennes 

Dans le repere d’espace ( O , x, y, z) defini precedemment (voir 
figure 1.3), un point M est repere par ses coordonnees d’espace ( x , y, 
z) correspondant a la mesure algebrique de la projection de M succes- 
sivement sur les 3 axes du repere. Ces 3 coordonnees sont de meme 
nature et homogenes a une longueur. 

Dans le referentiel R d’ etude, la base associee a ce systeme d’axe 
( ~u x , u y , u : ) est une base orthonormee qui ne change pas au cours du 
temps. On dit encore que la base est fixe dans R. 


Quand on dit que la base est fixe dans R cela signifie que ces vecteurs gardent la meme 
direction, le meme sens et la meme norme au cours du temps. Ces vecteurs ne sont 
pas lies a un point : ils peuvent etre represents n'importe ou dans I'espace mais par 
habitude et commodite ils sont en general represents au point origine 0. 
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II est pratique de positionner le point M en se donnant le vecteur 

> 

position OM . Les composantes de ce vecteur, dans la base carte- 

sienne (u x , u y , ~u~) correspondent alors aux coordonnees du point 
M : 

^ > — > 

OM = xu x + yu y + z u z (1-1) 


(x,y,z) sont les coordonnees cartesiennes du point M. 

(x, y, z) sont aussi les composantes du vecteur position OM dans la base carte- 


sienne ( u x 


\ 

Uz) . 


d) Le systeme de coordonnees polaires 

11 existe d’autres systemes permettant de positionner un point dans le 
repere d’ etude comme par exemple le systeme de coordonnees 
polaires utilise dans le cas oil le point M est mobile dans un plan. 

Le point M est parfaitement repere si on connait la distance 
OM = p et Tangle 0 que fait le segment OM avec l’axe Ox (voir figure 
1.5 (a)). 


V A y A 



Figure 1.5 Les coordonnees polaires (p,0) et la baseassociee ( u p , us) ■ 

> Le point origine O correspond au « pole » d’ou le terme coordonne 
polaire. La longueur du segment OM correspond a sa coordonnee 
radiale. Elle est notee p (rho : lettre grecque) ou r. 

> L’ autre coordonnee est la coordonnee angulaire egalement 
appelee angle polaire ou azirnut et note 0 (theta : lettre grecque). 
Cet angle est mesure par rapport a l’axe des abscisses Ox appele 
alors axe polaire. 


Contrairement aux coordonnees cartesiennes x et y, les coordonnees polaires p et 0 
ne sont pas de meme nature. La coordonnee radiale p a la dimension d'une longueur 
comme xety. La coordonnee angulaire s'exprimeen radian qui est une unite d'angle 
sans dimension (voir encart 1.1). 


1.2 • Reperes 
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Encart 1 .1 Definition d'un angle 

Soit un cercle de rayon R, de centre 0 et un angle a de sommet O 
exprime en radian. La mesure .s de la longueur de l’arc de cercle 
intercepts par cet angle est donnee par : s = Ra. L’ angle a apparait 
comme le rapport de 2 longueurs et est done sans dimension. 



Figure 1 .6 Definition d'un angle exprime en radian. 


> Pour exprimer le vecteur position OM il est commode d’intro- 

duire une nouvelle base orthonormee directe (u p , 1/e) naturelle- 
ment associee a ce systeme de coordonnees et definie de la faqon 
suivante (voir figure 1.5) : 

• ir p est le vecteur unitaire suivant la direction et le sens de O vers M. 
e’est le vecteur radial (suivant le rayon) ; 

•lie est le vecteur unitaire perpendiculaire au vecteur ~u p . 11 est 

Jt 

obtenu en effectuant une rotation d’un angle de +- a partir du vecteur 
ilp . C’est le vecteur orthoradial (perpendiculaire au rayon). 

Le vecteur position s’ecrit alors : 


-> 




OM = || OM|| u p = pu 


(1.2) 


(p,0) sont les coordonnees polaires^ du point M mais ne correspondent pas aux 
composantes du vecteur position OM (contrairement a ce qu'on obtient en coordon- 
nees cartesiennes). Les composantes de ce vecteur position sont (p,0) : il n'y a pas de 
composante suivant ue mais uniquement une composantep suivant u p . 
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Encartl.2 Le produit scalaire 


>- Le produit scalaire est une operation entre deux vecteurs : 
Le resultat est un scalaire : 




II -HI 

II if II 

a • 

b = 

a 

|| 6 1| 




avec a V angle que fait le vecteur b avec le vecteur a . 




-> 


Si le vecteur b est unitaire (|| b || = 1) alors le produit scalaire 


represente la projection du vecteur ~a sur la direction de b . 


-> 




Figure encart : Produit scalaire et projection d'un vecteur. 


-> 


> Projection d’un vecteur V sur la direction u 
unitaire) : 




1-pJI ||-> 


V ■ u x - \\V w.v cos0 = Lcos0 = V r 


> Projection d’un vecteur V sur la direction u v 
unitaire) : 


(vecteur 


(vecteur 


t * 


u y = | HU ttJcos(3 = Lcos^-0^ = Lsin0 = V y 

> Expression du produit scalaire en fonction des composantes : 

a-t = (x a u x + y a u y + z a u z ) ■ {x b u x + y b u y + z b u z ) 

-> ■ f 

a ■ b = x a x b +y a y b + z a z b 

> Produit scalaire et norme : 




— >2 


|->||2 


a ■ a = a = || a \ = a = x a + y a + z a 


> Angle entre deux vecteurs : cos a = 


a ■ b 
ab 


> Proprietes : ~a ■ b = 0 si ~a est perpendiculaire a b 


1.2 • Reperes 
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e) Liens entre les systemes de coordonnees polaires et 
cartesiennes 

>- Avec les notations de la figure 7.5 (a) nous pouvons ecrire en utili- 
sant le triangle rectangle ( OPM) : 

cos0 = = - =>x = pcos0 (1.3) 

OM p H 

sin0 = = QQ. = y =>y = psin0 (1.4) 

OM p p ' M 

tan0 = = 1 (1.5) 

COS0 x 

> En appliquant le theoreme de Pythagore on a : 

OM = p = Jx 2 + y 2 (1.6) 

On en deduit alors les expressions suivantes : 

cos0 = - = (1.7) 

p r 2 2 

M yx +y 

sin0 = 1 = -~;1 ’ (1.8) 

P /~2 2 

^ rjx +y 

Si les coordonnees polaires (p,0) sont connues on obtient les coordonnees carte- 
siennes en utilisant les relations (1 .3) et (1 .4). 

Si les coordonnees cartesiennes (x,y) sont connues on obtient les coordonnees 
polaires en utilisant les relations (1 .5), (1 .6) (1 .7) et (1 .8). 

> De meme il est possible de passer d’une base d’un systeme de 
coordonnees a l’autre. En s’aidant de la figure 1.5 (b) les compo- 

santes des vecteurs unitaires ~u p et dans la base cartesienne 
sont : 

u p = (cos0)tL + (sin0) ~u v (1.9) 

~u q = (- sin0) u x + (cos0) ~u y (1.10) 

De meme, en inversant les relations precedentes on peut ecrire : 
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> Un moyen simple de retrouver rapidement les composantes d'un vecteur sur une 
base est d'utiliser les proprietes du produit scalaire (voir encart 1.2). En effet on 
peut ecrire par exemple : 

Composantede u p sur ~u x : u p ■ u x = || u p || || u J|cos0 = cos0 


Composantede u p sur u y : u p • u y 
On retrouve ainsi la relation (1 .9). 



sin0 


Avec ses relations, il est toujours possible de passer d’un systeme 
de coordonnees a 1’ autre. 


Si I'etude est effectuee en coordonnees cartesiennes seules doivent apparaitre les 
grandeurs (x, y, u x , u y ) . En coordonnees polaires n'apparaitront que les grandeurs 

(p, 0, up, us) ■ II ne faut en aucun cas conserver des expressions comportant un 
melange de ses grandeurs. 


f) Le systeme de coordonnees cylindriques 

Si le point doit etre repere dans l’espace il est possible d’utiliser les 
coordonnees cylindriques. Il suffit de completer le systeme de coor- 
donnees polaires par un troisieme axe : l’axe Oz avec sa coordonnee 
cartesienne z (appelee la cote). 

La projection P du point M dans le plan ( O , x, y) est reperee en 
coordonnees polaires (p,0). La projection de M sur l’axe Oz donne la 
cote z (voir figure 1.7). 

La base associee est composee de la base polaire et du vecteur 
unitaire ~u~ suivantl’axe Oz. 

Le vecteur position OM s’obtient en utilisant la relation de 
Chasles : 

~OM = ~OP + ~PM = pu p + zu z (1.13) 

\\om\\ = om= Jp 2 +z 2 (L14) 

OM = Jx 2 +y 2 + z 2 

Les coordonnees cylindriques de M sont done (p,0,z). Les compo- 
santes du vecteur position OM sont (p,0,z) dans la base cylindrique 

/ -> \ 

( U p, M0, U :) . 


Le point M est situe sur un cylindre d'axe Oz,de rayon p d'ou le terme coordonnees 
cylindriques. Pour positionner un point sur le cylindre il suffit de preciser la cote z 
et la coordonnee angulaire 0. 


1.2 • Reperes 
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Figure 1 .7 Le systeme de coordonnees cylindriques. 


g) Base fixe et base mobile dans le referentiel d'etude 

Dans le repere choisi du referentiel d’etude il est possible d’utiliser 
differentes bases. 

> La base du systeme de coordonnees cartesiennes ( u x , ~u v , ~u-) est 
une base dite «fixe » c’est-a-dire que ces vecteurs gardent la meme 
norme unitaire, la meme direction et le meme sens au cours du 
temps. 


y /p Trajectoire du point M 



Figurel.8 Representation de la base polaire ( u e, u p ) a differents instants 
au cours du mouvement d'un point M dans le plan. 

> La base (u p ,lj e) associee aux coordonnees polaires est dite 
« mobile ». Au cours du deplacement du point M dans le plan, le 
vecteur unitaire u p suivant OM change de direction ainsi que u 0 
(wok figure 1.8). Ces vecteurs, definis a partir du point M, peuvent 
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etre representes en n’importe quel point du plan. Par habitude ou 
commodite ils sont en general representes en M ou bien en O. Cela 
signifie aussi que ces vecteurs ne peuvent subir que des rotations au 
cours du temps. 

La figure 1.8 represente la trajectoire d’un point M dans le plan. A 
l’instant t il se trouve au point de coordonnees polaires (p,0). 

> A l’instant t x , M est en M l sur l’axe Ox, de coordonnees carte- 
siennes (x,y) = (x } , 0) et polaires (p,0) = (p^Oj) = (x ; ,0). 

> A l’instant t 2 , M est en M 2 sur l’axe Oy, de coordonnees carte- 

siennes (x,y) = (0,y 2 ) et polaires (p,0) = (p 2 ,0 2 ) = ^.y 2 ,^j • 

La base polaire ( u p , ~uq) est representee a ces differents instants t, 
t x et t 2 . On constate alors qu’a l’instant t v les vecteurs de base 

(u p i, uei) se confondent avec la base cartesienne (u x ,u y ). A 

l’instant t 2 , le vecteur ~u p = ~u p 2 correspond au vecteur ~u v alors que 

le vecteur ~uq = uq 2 = correspond au vecteur (~~u x ). 

2 

En representant ces vecteurs en un meme point (voir figure 1.9), on 
constate bien la rotation des vecteurs de la base polaire. En conside- 
rant les expressions (1.9) et (1.10) ces vecteurs apparaissent bien 
comme une fonction de 1’ angle 0. 



Figure 1.9 Rotation des vecteurs de la base polaire : representation a diffe- 
rents instants definis sur la figure 1.8. 

h) Choix du systeme de coordonnees 



Le choix du systeme de coordonnees dependra du type de mouvement du point 
mobile. Dans le cas d'un mouvement rectiligne il est evident que le systeme de 
coordonnees cartesiennes est le mieux adapte. Ce ne sera plus le cas pour des 
mouvements curvilignes pour lesquels le systeme de coordonnees polaires ou 
cylindriques sera le plus souvent utilise. 


1.3 • Vecteur vitesse d'un point 
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Exemple : trajectoire circulaire 

On peut donner comme exemple le cas d'un mouvement circulaire. L'equation 
d'un cercle de centre 0 et de rayon R s'ecrit en cartesienne : 
x 2 +y 2 = R 2 et xE [-/?,/?] ; y £ [—/?,/?] 

En coordonnees polaires le meme cercle se deftnit simplement par : 

P = R 

Cet exemple simple montre l’interet d’utiliser le systeme de coor- 
donnees polaires. 


1.3 VECTEUR VITESSE D'UN POINT 


a) Vitesse moyenne 



Figure 1.10 Variation de la position dans le temps : vitesse moyenne. 


> Le meme deplacement d’un point M entre 2 positions peut se faire 
pendant des durees differentes. Pour caracteriser un mouvement il 
peut etre interessant de connaitre la distance parcourue par unite de 
temps c’est-a-dire la vitesse moyenne. Si la position du point 
mobile M a l’instant /, correspond au point M(l{) = M x et a l’instant 
f 2 au point M(t 2 ) = M 2 le vecteur vitesse moyenne se definit par : 


m x m\ _ om\ - om\ 

t 2 -t l A t 


(1.15) 



Ce vecteur a pour direction et sens ceux du mouvement (de A4, vers M 2 ). La norme 
renseigne sur la distance parcourue en moyenne par unite de temps. 


Une vitesse s’exprime, dans le systeme international, en metre/ 
seconde, symbole : m-s _1 . 
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b) Vecteur vitesse instantanee 


La vitesse instantanee (vitesse a un instant t, celle par exemple qui 
apparait sur le compteur de vitesse d’un vehicule) peut se definir 
comme une vitesse moyenne entre la position M x = M(t) du point 
mobile a la date f et la position M 2 = Mil + At) de ce meme point a 
la date t + At ou At represente une duree tres faible. Cette vitesse 
moyenne tend d’autant plus vers la vitesse instantanee a la date t 
que la duree At tend vers zero. Le vecteur position 

OM = OM(t) est une fonction du temps et la vitesse instantanee 
correspond alors a la derivee par rapport au temps du vecteur 
position : 

?«) = lim (1.16) 

Af — o At 


Lorsqu’on considere une duree elementaire df « infiniment petite » 
le point mobile passe d’une position M a une position M' « infiniment 
proche » de M. Le deplacement elementaire correspondant peut 
> > > > 

s’ecrire : MM' = OM' - OM = d OM . La duree elementaire est 
choisie suffisamment petite pour que la vitesse moyenne sur le depla- 
cement elementaire coincide avec la vitesse instantanee. Avec ces 

notations, le vecteur vitesse V(t), derivee du vecteur position OM , 
s’ecrit : 

V(t) = (1.17) 

df 

Lorsque le point M' tend vers le point M, la corde MM' tend vers 
la tangente a la trajectoire au point M. Le vecteur vitesse est un 
vecteur tangent a la trajectoire au point considere. 



Figure 1.11 Vecteur vitesse V (t) tangent a la trajectoire au point M(t ) 
considere. 


1.3 • Vecteur vitesse d'un point 
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La duree elementaire dr correspond a la difference entre 2 dates infi- 
niment proches et s’appelle aussi la differentielle de la variable t. 

> > x 

De meme, le vecteur d OM , note aussi d OM = d l est le resultat 
de la difference entre 2 vecteurs position infiniment proches et 
s’appelle la differentielle du vecteur position. II correspond aussi a ce 
qu’on nomme un deplacement elementaire (infiniment petit ou aussi 
petit que necessaire). A partir de la definition (1.17) du vecteur vitesse 
instantanee le deplacement elementaire s’ecrit : 

d ~OM = f(t) ■ dt = dt (1.18) 


c) Expression en coordonnees cartesiennes 

V > 

A partir de l’expression (1.1) du vecteur position OM et de la defini- 
tion (1.17) du vecteur vitesse V on obtient : 


V(t) = 


d OM 
d t 


. r — ^ X X -i 

d IXUx+yUy+Z u z \ 

dt 


(1.19a) 


En appliquant la regie de derivation d’une somme l’expression 
devient : 


V(t) = d(x n,y) + d(yuy) + d(z u z ) 
dt dt dt 




(1.19b) 


Les vecteurs de la base cartesienne sont des vecteurs independants 
du temps. Si le point M est mobile, seules les composantes x, y et z 
sont des fonctions du temps : x - x(t) ; v = y{t ) ; z = z,(t). L’expression 
devient : 


a dx^> , d y-> , dr^ 

V(t) = — U X + -f Uy+ — U z 
dt dt ’ dt 


(1.19c) 


@ Par convention et pour alleger les expressions, la « derivation d'une variable X par 
rapport au temps f » est notee par la variable surmontee d'un point pour la derivee 
premiere, de 2 points pour la derivee seconde etc. 


dX 

dt 


i-M- 

dr 


X 


( 1 . 20 ) 


Avec cette convention, le vecteur vitesse s’ecrit en cartesienne : 
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La valeur V de la vitesse correspond a la norme de ce vecteur : 

| F(/)ll = V = Jx+y+y (1.21c) 


d) Expression en coordonnees polaires 


Derivation du vecteur position et vitesse angulaire 

Lorsque le point se deplace dans un plan il est possible de choisir le 
systeme de coordonnees polaires. La base associee (1j p , ttg) est 
alors une base « mobile » : les vecteurs sont en rotation dans le plan 
( O , x, y ) et sont done des fonctions du temps. A partir de l’expression 

(1.2) du vecteur position OM et de la definition (1.17) du vecteur 
vitesse V on obtient : 


V(t) = 


d OM 
d / 


d[p» P ] 
d t 


( 1 . 22 ) 


En appliquant la regie de derivation d’un produit de fonction on 
obtient : 




(1.23) 


Lorsque le point M est en mouvement, l’angle polaire 0 = 0(7) est 
une fonction du temps. Le vecteur unitaire u p tourne alors au cours 
du temps et est done fonction du temps par T intermediate de Tangle. 
Pour deriver ce vecteur par rapport au temps il faut appliquer les 
regies de derivation d’une fonction composee. Si f=f(y) est une fonc- 
tion de y et y = y(x) une fonction de x, on a : 


d f = dfdy 
dx d y dx 


(1.24) 


Dans notre cas, la variable y correspond a Tangle polaire 0 et x a la 
variable temps t. On aura done : 


du 


p _ 


d~u , 


d0 


dt 


d0 dt 


_ g d U c 


d0 


(1-25) 


La quantite 0 caracterise la variation de Tangle polaire au cours du 
temps et correspond a la definition de la vitesse angulaire. Elle est 
souvent notee co (lettre grecque omega ) et s’exprime en radian/ 
seconde (rad-s -1 )- 

11 reste a exprimer la derivee du vecteur unitaire (norme constante 
egale a 1) par rapport a Tangle polaire. 


1.3 • Vecteur vitesse d'un point 
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Encart 1 .3 Vecteur vitesse et la base de Frenet 

Dans le cas d’un mouvement plan, et en definissant en tout point M 
un vecteur unitaire u t tangent a la trajectoire et oriente comme 
celle-ci, le vecteur vitesse, lui-meme tangent a la trajectoire au 
point M (voir figure 1.12), peut s’ecrire : 

~V(t) = v~u t et | f| = V - |v| 

La notation V correspond a la valeur de la vitesse (grandeur posi- 
tive). La notation v correspond a la valeur algebrique de la vitesse. 
Le signe de v indique dans quel sens le point se deplace sur la tra- 
jectoire: v est positif pour un deplacement dans le sens positif et 
negatif dans le cas contraire. 



Figure1.12 Vecteur vitesse et la base de Frenet ( u t , u n ). 


Pour obtenir une nouvelle base dans le plan, il suffit de definir un 
vecteur unitaire u„ perpendiculaire a Ut ■ (~u t ,~u „) s’appelle la 
base de Frenet. Le vecteur ~u , est tangent a la trajectoire dans le 

sens positif choisi et le vecteur ~u„ est normal a la trajectoire et 
toujours tourne vers la concavite (voir figure 1.12). Cette base est 
une base mobile dans le referentiel d’ etude puisque la direction des 
vecteurs de base depend du point considere sur la trajectoire (voir 
figure 1.12). Elle peut etre pratique d’utilisation si la trajectoire est 
connue. 
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Derivation d'un vecteur tournant de norme constante 


D’apres les relations (1.9) et (1.10) les vecteurs de la base polaire 
apparaissent comme des fonctions de Tangle polaire 0. II est possible 
alors de les deriver par rapport a cet angle. L’ application des regies de 
derivation donne : 


&u p _ d[(cos0) z?* + (sinO)!^,] 
"d0 d0 

dl^p _ d[(cos0)lL] d[(sin0) u y \ 
"d0 d0 d0 


(1-26) 

(1.27) 


Les vecteurs de la base cartesienne etant independants de Tangle 
polaire il suffit de deriver uniquement les composantes : 


du 


d0 


p _ d(cos0) T > , d(sin0) T t 

— f t X ■ LI y 


d0 


d0 


(1.28) 


d u p 

"d0~ 


(- sin0) u x + (cos0) u y 


(1.29) 


En comparant ce resultat avec l’expression (1.10), on reconnait le 
vecteur de base ~uq qui est directement perpendiculaire au vecteur 

Up : 


d u n — $ 

— - = Me 
d0 

De meme on obtient : 

d ~ue _ d[(- sin0) u x + (cos0)^ v ] 
"d0 d0 ^ 


(1.30) 


(1.31) 


= (- cosO)]/^ + (- sin0)lL = -~u p (1-32) 

d0 

Cette fois on reconnait Toppose du vecteur de base u p qui est 
directement perpendiculaire au vecteur u e : 

On en deduit la regie suivante : 


Regie de derivation d’un vecteur unitaire par rapport a Tangle 
polaire : 

La derivee par rapport a Tangle polaire 0 d’un vecteur unitaire ~u 
(qui ne depend que de Tangle 0) est un vecteur unitaire qui lui est 
directement perpendiculaire (rotation de jt/2 dans le sens positif). 


© > 
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Figure 1.13 Derivation successive par rapport a I'angle polaire d'un vecteur 
unitaire. Chaque derivation fait tourner le vecteur d'un angle droit. Pour un 
vecteur de norme constante le resultat est le meme. 


Exemple : 

K d0 


ue 


.d~~u p 

d0 2 


d ~u e 
“dfT 


-Up ; etc. 


Un vecteur unitaire derive 4 fois de suite par rapport a I'angle redonne ce vecteur (voir 
figure 1.13). 

Ce resultat est valable aussi pour un vecteur X de norme constante quelconque 

II — 

||X|| = X ettournant dans le plan. 


Ennotant Y la deriveedu vecteur X on aura: 


dl 

d0 




et 


d 1 


de 


\\f\\ 


= Y = X 


Derivation par rapport au temps du vecteur unitaire tournant 

D’apres les relations (1.25) et (1.30) on peut ecrire : 


6.~u 


d t 


p d w p d0 ~~ ^ d 0 a 

£ ~ — - — = u o— = u 


de d t 


d t 


«e 


(1.33) 


Regie de derivation d’un vecteur unitaire par rapport au 
temps : 

La derivee par rapport au temps t d’un vecteur ~u de norme cons- 
tante est un vecteur dont la norme est obtenue en multipliant celle 
de u par la vitesse angulaire 0 = to et qui est directement 
perpendiculaire a u (rotation de jt/2 dans le sens positif). 


d u p 

“dT 


0 • ~u e 


d ue 
d / 


= -0 ■ u 


p 


(1.34) 


20 


Chapitre 1 • Cinematique du point 


Pour un vecteur toumant X de norme constante, sa derivee X par 
rapport au temps est telle que : 


XIX (les 2 vecteurs sont perpendiculaires) (1.35a) 
= e||x|| = coX (1.35b) 


Ne pas oublier de multiplier par la vitesse angulaire 0 lorsqu'on derive par rapport au 
temps. 


Expression du vecteur vitesse en coordonnees polaires 

En reprenant l’expression (1.23) de la vitesse et en utilisant le resultat 
(1.33) de la derivation du vecteur unitaire it p , on obtient : 

f(t) = ^ + p^l 1 = p]? + p0^ e (1.36a) 
at at 

f(V p = p;V g = pd) (1.36b) 

ou L p et V e sont respectivement les composantes radiale et orthora- 
diale du vecteur vitesse dans la base polaire. 

La valeur V de la vitesse correspond a la norme de ce vecteur : 

| F(t)l = V = Vp 2 + (p0) 2 (1.36c) 


e) Expression en coordonnees cylindriques 


Les coordonnees cylindriques correspondent aux coordonnees 
polaires dans le plan ( O , x, y ) auxquelles on ajoute une coordonnee 
z suivant un axe perpendiculaire au plan. La base associee est done 
composee de la base tournante ( u p , uq) et du vecteur u z 
(3 e vecteur de la base cartesienne) qui est un vecteur « fixe » dans 
le referentiel d’ etude. 


En derivant l’expression (1.13) du vecteur position et en tenant 
compte des resultats obtenus en cartesienne et en polaire, le vecteur 
vitesse s’ecrit : 


1.3 • Vecteur vitesse d'un point 
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_ d(p up) + d (zu z ) 
At At 

(1.37b) 

dp^ , „d« p , dr^ 
m = i, r+ i, u - 

(1.37c) 

/ \ . — > A -> •-) 

V(t) = p Up + p0 uq + z u z 

(1.38) 


La valeur V de la vitesse correspond a la norme de ce vecteur : 

| V(t)\ = V = Jp 2 + (p0) 2 + i 2 (1.39) 


f) Vecteur vitesse angulaire 

Lorsqu’un point M se deplace dans l’espace, les vecteurs de base 
(lip, lie ) sont des vecteurs tournant dans le plan ( O , x, y ) avec la 
vitesse angulaire m = 0 . De fa?on generale, pour caracteriser la rota- 
tion d’un vecteur tournant dans un plan il faut pouvoir definir ce plan 
et la valeur de la vitesse angulaire instantanee. 

Pour definir un plan il suffit de se donner un vecteur unitaire 
perpendiculaire a ce plan. Le sens de ce vecteur definira le sens positif 
des rotations dans le plan correspondant avec la regie habituelle du 
« tire-bouchon » (voir figure 1.14). 



Figure 1.14 Orientation des rotations dans un plan et vecteur normal a ce 
plan : regie du « tire-bouchon ». Le sens positif de rotation dans le plan est 
celui qu'il faut donner au tire-bouchon (ou a une vis) pour qu'il se dirige sui- 
vant le vecteur unitaire normal au plan. 

Dans un repere orthonorme direct, le sens positif de rotation dans 
le plan ( O , x, y) est le sens trigonometrique c’est-a-dire de l’axe Ox 

vers l’axe Oy. L’ application de la regie du tire-bouchon donne ~u : 

comme vecteur normal a ce plan. Les vecteurs de bases (u x , ~u v , u z ) 
forme alors un triedre direct (regie des trois doigts de la main droite 
voirencart 1.5). 
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Le vecteur vitesse angulaire caracterisant la rotation des vecteurs 
de la base polaire est done un vecteur suivant l’axe Oz et de module 
correspondant a la valeur algebrique de la vitesse angulaire <n = 0 
(une valeur positive donne une rotation dans le sens positif). 

co = 03u z = Qu z (1-40) 


Considerons un point M se depla^ant dans le plan (0,x,y). Le vecteur vitesse (instan- 

— ) 

tanee) V (t) est un vecteur dans ce plan alors que le vecteur vitesse angulaire (instan- 
tanee) c o(t) est un vecteur perpendiculaire a ce plan. Bien faire la distinction entre 
ces deux grandeurs. 



/ 

tC' 


Figure 1.15 Rotation des vecteurs de la base polaire dans le plan ( 0,x,y ) 
lorsque le point mobile M se deplace. Le vecteur vitesse angulaire est un vec- 
teur suivant I'axeOzorientecomme u : et de module egal a 0 : a? = 0 m-. 


g) Vecteur deplacement elementaire 

— > -> 

Le vecteur deplacement elementaire d OM = dl peut s’ecrire en 
utilisant les relations (1.18) et (1.19c) : 


dx-» 

V(t) = — Uj, 
at 


, dv^ 

d7 u - 


, d z-» 

+ -r- U z 

d / 


-> 

d l_ 

d t 


(1.41) 


-> 


V{t)&t = dl = 


d xu x 


+ d yu y + d z~u z 


(1.42) 



Le deplacement elementaire en coordonnees cartesiennes correspond done a un 
deplacement elementaire dx suivant la direction u x puis un deplacement 
elementaire dy suivant la direction u y (voir figure 1.16) et enfin un deplacement 
elementaire dz suivant la direction ~u z . 


1.3 • Vecteur vitesse d'un point 
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Figure 1.16 Deplacement elementaire dans le plan en coordonnees 
cartesiennes. 

Pour obtenir l’expression du vecteur deplacement elementaire dans 
le plan en coordonnees polaires on peut pratiquer de la merne fatjon 
en reprenant l’expression (1.23) du vecteur vitesse : 

dp^> , d0^ ,, 

v (t) = -£ u p + p -T- «e (1-43) 

at at 

V{t)At = d/ = dpMp + pd0«e (1-44) 

Un vecteur elementaire quelconque d / fait passer un point M de 
coordonnees (p,0) a un point voisin M' de coordonnees 
(p' = p + dp, 0' = 0 + d0) . II se decompose sur la base polaire 

(»p, «e) en deux deplacements elementaires (voir figure 1.17) : 



Figure 1.17 Deplacement elementaire dans le plan en coordonnees polaires. 


> Un deplacement elementaire radial MM p suivant u p (0 restant 

constant) qui augmente la distance p d’une quantite infinitesimale 
dp. La coordonnee radiale passe de la valeur p a p + dp. On a 

done : MM p = dp ~u p 
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> Un deplacement elementaire orthoradial MM 0 suivant a 0 (le 
rayon p restant constant). Ce deplacement est le resultat d’une rota- 
tion d’un angle elementaire d0. II correspond a la mesure de l’arc 
de cercle pd0 (produit du rayon par Tangle correspondant). Cet arc 
de cercle infiniment petit se confond avec la corde et la tangente au 
point considere. La coordonnee orthoradiale passe de la valeur 0 a 

la valeur 0 + d0. On a done : MM e = pd0ite 

> Pour un deplacement elementaire dans l’espace en coordonnees 
cylindrique il suffit d’ajouter a T expression du deplacement 
elementaire en polaire le deplacement elementaire dz suivant la 
direction u z . 

V(t)dt = d l = dp u p + pd0 uq + dzu : ( 1 .45) 

1.4 VECTEUR ACCELERATION D'UN POINT 
a) Definition 

Tout comme le vecteur vitesse qui rend compte de la variation du 
vecteur position par rapport au temps, le vecteur acceleration va 
rendre compte des variations du vecteur vitesse par rapport au temps. 
Le vecteur acceleration correspond done a la derivee par rapport au 
temps du vecteur vitesse e’est-a-dire aussi a la derivee seconde du 
vecteur position : 

t = (1 46) 

^ dt 2 


Le vecteur acceleration correspond a la variation du vecteur vitesse 
par unite de temps. L’ acceleration s’exprime, dans le systeme inter- 
national, en metres divises par des secondes au carre : symbole 
m-s -2 . 


b) Expression en coordonnees cartesiennes 

A partir de T expression (1.21) du vecteur vitesse V(t) et de la defini- 
tion ( 1 .46) du vecteur acceleration ~a on obtient : 


1.4 • Vecteur acceleration d'un point 
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Les vecteurs de la base cartesiennes sont des vecteurs independants 
du temps. 


L’ expression devient : 

-> dx-> , d v-> , d z-> 
a = —u x +-t-Uy + — u z 
d t d t ' d t 

En utilisant la convention (1.20), l’expression devient : 

a = + 

On peut encore ecrire : 

a(a x = V x = x ; a y = V y - y a, = V z - z) 


(1-49) 

(1.50) 

(1.50b) 


c) Expression en coordonnees polaires 

A partir de l’expression (1.33) du vecteur vitesse V(t) et 
tion ( 1 .46) du vecteur acceleration ~a on obtient : 

~a = = d[pil p + pQ~ne] 

d t d t 

_ d[pn P ] , d[p0«e] 

dr dr 


de la defini- 

(1.51) 

(1.52) 


La base polaire etant une base mobile dans le referentiel d’etude, le 
premier terme est a priori un produit de 2 fonctions du temps et le 
deuxieme terme un produit de 3 fonctions du temps. 


En appliquant les regies de derivation d’un produit de fonctions, le 
premier terme donne : 


d[pu p ] _ dp^t , xdwp 
~~dr " dr p P_ dT 


(1.53) 


En appliquant la regie de derivation d’un vecteur tournant (1 .32) ce 
premier terme s’ecrit : 


d[p u p ] d p y \ 
K M = — t-M p + p(0we) 


dr 


(1.54) 


dr 


drpWnl 

= p Up + p0 M0 

dr 


(1.55) 
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En pratiquant de rneme avec le deuxieme terme, on peut ecrire : 
d[p0we] dpA^> , d0-» , Adwe ,, 

1 = _E0 u q + p — u e + p0 — - — (1.56) 

d t d t d t d t 

En utilisant le resultat (1.33) donnant la derivee des vecteurs de la 
base polaire, en utilisant la notation avec des points pour les derivees 
par rapport au temps et en regroupant les 2 premiers termes, on a : 

= (p0 + p0)n 9 + p0(-0n p ) (1.57) 

d t 

d[pe» n ] = ( ( jH + pB 2 n p (1.58) 

d t 

L’ expression finale est obtenue en ajoutant les deux expressions 
(1.55) et (1.58) : 

~a - [p"up + p0 i/ e] + [(p0 + p0)7^0 - p 0 2 7/ p ] (1.59) 

~a = p ~u p - pi) + 2p0 ~u e + p0)le (1.60) 

~a = (p - p0“) !/ p + (p0 + 2p0) »e (1.61) 

~a = a p u p + a d ~u e (1-62) 

. 2 

Le premier terme (a = p-p0 ) correspond a la composante 

radiale de 1’ acceleration, le second (a e = p0 + 2 p 0 ) a 1’ acceleration 
orthoradiale. 



Cette expression est plus difficile a retenir que celle obtenue en coordonnees 
cartesiennes. Pour cette raison il faut savoir la retrouver tres rapidement en deri- 
vant successivement le vecteur position puis le vecteur vitesse. 


d) Expression en coordonnees cylindriques 

II suffit de rajouter la composante z suivant u z correspondant a la 
derivee par rapport au temps de la composante i du vecteur vitesse : 


1.4 • Vecteur acceleration d'un point 
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Encart 1 .4 Vecteur acceleration et la base de Frenet 

Dans le cas d’un mouvement plan, il est possible d’exprimer le vec- 
teur acceleration en utilisant la base de Frenet definie dans l’encart 
1.3. Le vecteur vitesse a alors pour expression : 

V(t) = v~u t et | v\ = V = | v] 

Le vecteur acceleration peut s’ecrire : 

~a{t) = a t u t + a n u„ (1.63) 

La composante a, est la composante tangentielle et a n est la compo- 
sante normale centripete. La derivee du vecteur vitesse dans cette 
base conduit au resultat suivant : 

a, = — (derivee de la valeur algebrique de la vitesse) 
d t 

2 

a n = — (vitesse au carre divisee par le rayon de courbure R) 

R 

Le rayon de courbure correspondant au rayon du cercle tangent a la 
trajectoire au point considere. La composante a n est toujours posi- 
tive et done le vecteur acceleration est toujours tourne vers la con- 
cavite (voir figure 1.18) 



Figure 1.18 Le vecteur acceleration et la base de Frenet ( u t , u„). Le 
rayon de courbure en M' correspond au rayon CM'du cercle tangent a la 
trajectoire au point M' considere. Les bases polaire et cartesienne sont 
representees au point 0 pour mettre en evidence les differences avec la 
base de Frenet. 
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1.5 EXEMPLES DE MOUVEMENT 
a) Definitions 

Equations horaires du mouvement : 

Ce sont les fonctions {x(t), y(t), z(t) } ou { p(f), 0(f), z(t)} 


1 2 

Exemple n°1 (encartesienne):x(r) = v 0 t;y(t) = -a 0 t ;z(t) = 0 
Exemple n°2 (en cylindrique) : p(r) = R ; 0(f) = co t;z(t) = 0 


Equation de la trajectoire : 

C’est la relation liant x, y et z ou liant p et 0 et z independamment 
du temps. Cette equation est obtenue en eliminant le temps entre 
les differentes coordonnees ou equations horaires. 


Exemple n°1 : Pour tout t,z(t) = 0 done le mouvement se fait dans le plan (0,x,y). On 
exprime f en fonction de x et on reporte dans I'expression de y: 


1 .2 

-aj 
2 ° 


x(t) = v Q t^t = — et y(t) 

(mouvement parabolique dans le plan z = 0) 


1 

-a, 
2 c 


vj 


On a 


done : y = i a*- 

z v„ 


Exemple n°2 : Pour tout t,z(t) = 0 done le mouvement se fait dans le plan (0,x,y). 
Pour tout f, p(f) = R (une constante) : Ceci correspond, en coordonnees polaires, a 
I'equation d'un cercle de centre 0 et de rayon R. 

Equation differentielle : 

C’est une equation reliant une fonction (par exemple x(t)) avec ses 
derivees. 



Exemples \ ic + bx + cx = O;0 = m = constante ; etc. . . 


b) Mouvements rectilignes 


Dans le referentiel d’etude, la trajectoire est une portion de droite. II 
est evident alors de reperer le point M sur cette droite confondue, par 
exemple, avec l’axe Ox des coordonnees cartesiennes. II n’y a alors 
qu’une equation horaire x(t) et une seule composante pour les 

vecteurs vitesse (v=xu x -vu x ) et acceleration 
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Pour simplifier les expressions, on choisit souvent comme origine 
O du repere la position du point M a l’instant t = 0 (condition initiale). 

Mouvement rectiligne uniforme : 

Vecteur vitesse constant v(t) = V 0 - V a u x 

En utilisant l’expression de la vitesse en coordonnees cartesiennes, 
on obtient : v = x~u x = V Q u x . 

L’ equation differentielle du mouvement est done : i = V a 

En derivant on obtient une acceleration nulle : a = x = 0 . 

Pour obtenir 1’ equation horaire il suffit de trouver la primitive 

d’une constante : x = V a =>x(t) = V 0 t + x o 

La grandeur x 0 est une constante d’ integration qui se determine a 
partir des conditions initiales. Avec la condition initiale x(t = 0) = 0 
on obtient x a = 0. L’ equation horaire est alors : x(t) = V Q t . 

Cette relation entre vitesse, temps et position n'est vraie que pour le mouvement recti- 
ligne uniforme. 

Rectiligne uniformement varie : 

~a{t) = cste = ~a 0 = a 0 ~u x ^>x = a Q et traiectoire rectiligne . 

L’ equation differentielle du mouvement est tout simplement : 

f = a Q 

Pour obtenir la vitesse, il faut integrer la constante soit : 
v(t) = x = Ja 0 dt = a 0 t + v 0 ou v 0 est une constante. 

Pour obtenir l’equation horaire x(t) il faut integrer v(l) : 

v(t)dt = j(a 0 t + v 0 )dt = l -a 0 f + v 0 t + x 0 

Les constantes x 0 et v 0 sont determinees par 2 conditions ou par les 
conditions initiales (conditions a t = 0). Par exemple, si a t = 0, le 
point M est en O sans vitesse, on aura les conditions v(t = 0) = 0 et 
x{t = 0) = 0. En reportant dans les expressions de la vitesse et position 
on obtient tres simplement v 0 = 0 et x 0 = 0 soit alors l’equation horaire 

x(t) = \a/ 
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a(t) = a o vecteur constant nesuffit pas pour dire quelemouvementestrectiligne 
uniformement varie. En effet on a alors : 


a(t) 


Cl o 


d^ : 

d t 


• v 


a 0 t + v 0 . Si le vecteur vitesse v 0 a f = 0 n'est pas 


suivant la direction du vecteur acceleration le mouvement sera plan, dans le plan 
contenant v 0 et a 0 (voir par exemple le mouvement de chute parabolique). II faut 
done rajouter une condition : soit dire que le mouvement est rectiligne soit preciser 
qu'a un instant f quelconque vecteur acceleration et vecteur vitesse sont colineaires. 

Le mouvement est uniformement accelere si la norme du vecteur 
vitesse est une fonction croissante de t, soit v 2 fonction croissante. La 
derivee de v 2 doit done etre positive. La condition sera : 


^->0 = 
d t 


t -» dv n 
• 2 ■ v • — >0 

d t 


■ x ■ x > 0 


( 1 . 64 ) 


N L'etude du signe du produit de la vitesse par ('acceleration permettra de preciser si le 
' mouvement est accelere (xx > 0 ) ou retarde [xic < 0 ). 

En exprimant le temps t en fonction de la vitesse et en reportant 
dans l’expression de xU) il est possible d’obtenir une relation entre 
position et vitesse independamment du temps : 

( V — V ) 

v(t) = x = fa At = a t+v => — = t 

J a 0 

1 j 2 , l(v-vj 2 V 

+v a t = + — (v-v 0 ) 

2 2 a Q a 0 

2 a 0 (x-x 0 ) = (v-v o y + 2v 0 (v-v 0 ) 


2 a 0 (x-x 0 ) = v - v a 


Rectiligne quelconque : 

L’ acceleration est une fonction quelconque du temps. En integrant 
une premiere fois cette fonction, on obtient la vitesse a une cons- 
tante pres. En l’integrant une deuxieme fois on obtient l’equation 
horaire. 


a = x = f{t) ■ 


v(t) = x = x(t) = J\’(?)df 


Les constantes d’integration se determinent suivant les conditions 
initiales (vitesse et position a t = 0) ou a un instant t quelconque. 


1 . 5 * Exemples de mouvement 


31 


Rectiligne sinusoidal : 

L’ equation horaire est une fonction sinusoidale du temps du type : 
x = X m cos(o)t + qp) 

C’est le mouvement par exemple d’une masse accrochee a un 
ressort. 


>- La quantite to s’appelle la pulsation (unite en rad-s _1 , homogene a 
l’inverse d’un temps). Attention, ce n’est pas une vitesse angulaire 
meme si L unite est identique 

> X m est l’amplitude maximale du mouvement d’oscillation du point 
M autour du point O. La fonction cosinus variant entre -1 et +1, x 
oscille entre -X m et X m 

> = (oot + qp) est la phase a l’instant t 

> cp est la phase a l’origine (a t = 0) 


x(t) 



Figure 1.19 Representation du mouvement sinusoidal dans le temps. 

> La fonction cosinus est une fonction periodique de periode 2 jt. Si T 

est la periode temporelle du mouvement, on aura done : 
x(t) = x(t+ T) soit <I>(t + T) - = 2jt . Cela conduit a : 

[co(f + T) + cp] - [coi + qp] = 2jt=>cnT = 2 jt 

> La frequence / correspond au nombre d’ oscillations (d’aller et 
re tour) par seconde. On a donc/= 1/r 

La vitesse est obtenue en derivant la fonction x(t) : 

x = X m cos((oi + cp) x = — = = v = -X ffl tt>sin((oi + qp) 

at d«I> at 

L’ acceleration est obtenue en derivant la fonction v(l) : 
v = -X m cnsin((ni + qp) =>x = a(t) = -X m (a cos((ni + qp) 
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On constate que l’acceleration peut s’exprimer en fonction de x(t). 

••2 2 
La relation est : a(t) = x(t) = -X m co“ cos(cof + qp) = -co x(f) 

L’ equation differentielle du mouvement est done : x + oOx = 0 


Ceci correspond a (equation differentielle de l’oscillateur harmo- 
nique. 

La solution de cette equation differentielle peut s'ecrire de differentes fagons, 
toutes equivalentes. On a : 

x = X m cos(a>t + cp) = X m sin(cof + tp 1 ) = dsincor + Scosoof 

En utilisant les relations trigonometriques usuelles, on obtient tres simplement : 


tp 


cp + - ; d = -X m sincp ; B 


X m coscp . 


c) Mouvements circulaires 

La trajectoire du point est un cercle caracterise par son centre O et son 
rayon R. II est alors logique de choisir l’origine du repere en centre du 
cercle et l’axe Oz perpendiculaire au plan contenant la trajectoire. Le 
systeme de coordonnees polaires est bien adapte pour ce type de 
mouvement. 

Les equations horaires du mouvement peuvent s’ecrire : 
p = R = constante et 0 = 0(f) 

La forme de la fonction 0(f) qualifiera le type de mouvement circu- 
laire. Suivant la forme de la fonction 0(f) le mouvement sera dit circu- 
laire et : 

> Uniforme si 0(f) = co B t + 0 O avec 0 = co 0 = constante 

> Uniformement varie (accelere ou decelere) si 0 = 0 O = constante 

soit 0 = co = Q 0 t + 0 O et 0(f) = ie o f 2 + B 0 t + 0 O 

> Sinusoidal si 0(f) = 0 m cos(Qf + qp) 

Mouvement circulaire quelconque 

Les caracteristiques cinematiques du mouvement circulaire peuvent 
se deduire du schema presente sur la figure 1.20 et sont donnees par : 

OM(t ) = (pcos0)iL- + (psin0) ~u y 

ou (1.65) 

OM(t) = p»p(f) = R~u p 
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-» _ d {OM) _ d(R^p) _ „dzf p 

V dr d 7 ~df (1-66) 

v = 7?0)(e = R(o(t)ue 

Ce resultat peut se retrouver en utilisant l’expression (1.36) de la 
vitesse en coordonnees polaires en posant p = R = constante. 

La derivee du vecteur vitesse fait apparaitre deux termes. On a : 

dv D d(<x>rre) r, do , D due 

a = — = R = R — He + « co 

d t d t dt dt 

~a = R(h u e + 7?w(-07r 0 ) 

v p (1.67) 

a = - ago iip + R(tiUQ 


Le vecteur unitaire orthoradiale u s est perpendiculaire au rayon OM et est done 
tangent a la trajectoire. Dans ce cas,en orientant la trajectoire dans le sens trigono- 
metrique, il correspond au vecteur u, de la base de Frenet definie dans I'encart 1 .3 
et 1 .4. Le deuxieme vecteur u „ de cette base est toujours tourne vers la concavite 

et est done oppose au vecteur u p . On a done : 

-) — ^ -) 

U, = Ug et U„ = -Up 

Ce resultat n'est vrai que pour une trajectoire circulaire (voir figure 1. 18 de I'encart 
1 .4 mettant en evidence les differences entre les deux bases). 

On retrouve 1’ expression de la valeur algebrique v de la vitesse : 

v = vu, = Ru)^ie^>v = Rd) (1.68) 

L’expression du vecteur acceleration s’ecrit dans la base de Frenet 
(encart 1 .4) : 

a = a , + a„ = — u t + — u„ (L69) 

dt R 

La comparaison entre l’expression (1.69) obtenue dans la base de 
Frenet et (1.67) obtenue dans la base polaire permet d’ecrire : 

> Composante radiale ou acceleration normale a n 

2 

-> V — > d 2-> d 2-> n m 

a n = — u n = 4vC0 U n = -/COD Up (1.70) 

R 

2 

Le terme ( Ru> ) etant positif, on constate que cette acceleration est 
toujours dirigee vers le centre du cercle : e’est la composante normale 
centripete. C’est elle « qui fait tourner » e’est-a-dire qui rend compte 
de la variation de la direction du vecteur vitesse. Meme si le mouve- 


34 


Chapitre 1 • Cinematique du point 


ment est uniforme (v et co constantes) cette acceleration existe neces- 
sairement. 

>- Composante orthoradiale ou tangentielle a , 


-» D . D dco^ d(7?co)^ 

a t = ACOW0 = R — «e = -He 

d t d t 


at 


dv^ 

— He 

d t 


dv^> 
t h ( 
d t 


(1.71) 


Cette acceleration indique si la valeur de la vitesse varie ou pas. 
Dans le cas du mouvement circulaire uniforme il est nul. La 
figure 1.20 represente les vecteurs vitesse et acceleration pour un 
mouvement circulaire quelconque. Dans le cas ou 1’ acceleration 
tangentielle est dirigee comme le vecteur vitesse le mouvement est 
accelere (voir 1.64). Dans le cas contraire le mouvement serait freine. 



Figure 1.20 Vecteurs vitesse et acceleration dans le cas d'un mouvement 
circulaire quelconque. 

Mouvement circulaire uniforme 

Dans ce cas, la vitesse angulaire de rotation est constante et 1’ equation 
differentielle du mouvement est donnee par 

^ = 0(f) = to = cste (1.72) 

d t 

L’ equation horaire est obtenue par integration. Si 0(/ = 0) = 0 O a 
l’instant initial alors on peut ecrire : 

0 = to a t + 0 O (1.73) 

Les expressions (1.65) et (1.66) sont inchangees : 

OM(t) = ptrp(i) = Ru p 


(1.74) 
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Figure 1.21 Vecteurs vitesse et acceleration dans le cas d'un mouvement 
circulaire uniforme. 


L’ expression (1.67) du vecteur acceleration se simplifie. La vitesse 
angulaire etant constante la composante tangentielle du vecteur acce- 
leration est nulle. 11 ne reste que la composante normale : 


a 






dv _ d(i?co 0 u e ) _ d Me 

At At At 

(1.76a) 

= Ru) 0 (-Qup) = -Rtt> 2 0 ~u p 

(1.76b) 

2 

V — > D 2 — > D 2— > 

n — — U n — R(S) 0 U n — — 7vO) 0 U p 

R 

(1.76c) 



Le mouvement circulaire uniforme est un mouvement accelere dont ('acceleration est 
centripete. Uniforme ne veut done pas dire acceleration nulle. 


La figure 1.21 represente les vecteurs vitesse et acceleration pour 
un mouvement circulaire uniforme. 


Expressions generates des vecteurs vitesse et acceleration pour 
un mouvement circulaire 


II est possible d'exprimer les vecteurs vitesse et acceleration en introduisant le 
vecteur vitesse angulaire w = mu : (voir expression 1.40). 
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En effet, en remarquant que : uq = u z au p (voir encart 1.5 sur le 


produit vectoriel) on peut donner une expression du vecteur vitesse 
independante de la base choisie. On obtient : 


Le vecteur position OM est un vecteur de norme constante (rayon 
R du cercle) qui tourne. La derivee de ce vecteur (voir expression 
(1.35a) et (1.35b) est un vecteur qui lui est directement perpendicu- 
laire et dont la norme a ete multipliee par la vitesse angulaire. 
L’ expression (1.77) permet d’exprimer cette derivee independamment 
de la base choisie. 


Figure 1 .22 Lien entre vecteur vitesse v et vecteur vitesse angulaire at . 

Cette relation est valable pour tout vecteur de norme constante et 
en rotation. En particulier on peut ecrire (voir 1.33) : 



(1.77) 


A 


Trajectoire 

circulair 



v = at a OM 


M 
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Pour un vecteur X de norme ||X|| = X = constante et tournant 
avec la vitesse angulaire co (dans le plan perpendiculaire au vecteur 
to ) : 

dX -> 

— = waX (1.80) 

d t 

Cette relation est valable pour tout mouvement circulaire. 


La meme regie peut etre utilisee pour determiner le vecteur 
acceleration : 


> Composante radiale a „ (1.70) 

~a n = -R(x)"u p = Ru) 2 ( u z a~uq) = i?co 2 [ ~u : a(u z a I^ p )] 




~a n = mu z a{mu z aR7i p ) = coa(coa OM) 


-> 


-> 


^ 

a n = CO A V 


En utilisant la relation (1.77) on peut encore ecrire : 


I, = (OAV = CO A ( CO A OM) 


> Composante orthoradiale ~a t (1.71) 


D * ~ ^ r,dC0/-> \ 

a t = iccoue = R — (u z au p ) 
d t 


d(cow 0 

a, = — — 

d t 


rj d CO / 

a Ru 0 = A OM 

d t 


> Le vecteur acceleration a = ~a„ + ~a, 


(1.81) 

(1.82) 


(1.83) 


-> 


a = ( co a v ) + a OM 
d t 

dco 


dco 


a = [ co a( co a OM)] + - — -a OM 

d t 


(1.84) 


Ce resultat peut etre obtenu directement en derivant le vecteur 
vitesse exprime sous forme d’un produit vectoriel et en appliquant la 
regie habituelle de derivation d’un produit de fonction : 


dv d( co a OM) _> d OM d co 7 
d t d t d t d t 


— ^ 
a 


d t 


38 


Chapitre 1 • Cinematique du point 


Encart 1 .5 Le produit vectoriel 


Le produit vectoriel est une operation entre deux vecteurs : 
le resultat est un vecteur. 


Notation : 


— > > 

a a b = c 


{a, b,~c) forme un triedre direct com me (u x , u v , n-) 


Le sens est donne par la regie du tire-bouchon (on tourne ~a vers 

b et le tire-bouchon 
droite (voir schema) 


b et le tire-bouchon se dirige vers c ) ou des 3 doigts de la main 


v,Av? 




Figure 1.23 Regie du tire-bouchon ou des 3 doigts de la main droite. 

La norme du vecteur resultant est : 

|oaZ)|| = ||c|| = c = absina avec a angle entre (a, b) 

Ceci correspond a l’aire du parallelogramme defini par a et b 

> Remarques : Pour 2 vecteurs perpendiculaires on a c = ab 

Pour 2 vecteurs colineaires on a ~a aLu = 0 : 

Let a [ib = L(czAp b) = Lp(c?Ab) = \i~a /\\b 

> Attention : {~a a b) = -(b At?) (meme norme mais sens 
oppose) 
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> Remarque : m. y a = « z ; u y A u z = u x ; m z a u x = w v 

> Le produit vectoriel de 2 vecteurs de base pris dans l’ordre 


sieme. Si l’ordre n’est pas respecte on obtient l’oppose du troi- 
sieme vecteur. 

Exemples : w z aw p = mq ou u z Mi y - -u x 


d) Autre type de mouvement : le mouvement 
parabolique 

Considerons le cas ou le vecteur acceleration est un vecteur constant 
et qu’a un instant choisi comme origine t-0 le vecteur vitesse v 0 est 
connu. 

Pour simplifier l’etude, on peut definir le repere a partir des 
donnees du probleme. 

> L’ origine du repere : position du point a / = 0 

>• L’axe z suivant le vecteur acceleration, soit ~a = a 0 ~u z 

> L’axe x perpendiculaire a l’axe z et dans le plan contenant ~a et 

v 0 ■ On aura alors a t = 0 : v 0 = v ox u x + v oz ~u z 

> L’axe y est defini de sorte que (u x , u y , ~u z ) forment une base 
orthonormee directe. 

On obtient par integrations successives : 



x - 0 


x = v, 


OX 


a 



V = v oy avec v oy = 0 on a 


z - a 


o 



X = V, 


ox 


V 
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OM = 


x 

y avec 

z 


x = V ox t + X ox = V ox t 


y = y oy = 0 

1 2 1 2 

Z = 2 a o t + V oJ + Z oz = 2 a o t +V o: f 


> Dans le cas oil v ox = 0 , on retrouve le mouvement rectiligne 
uniformement varie suivant l’axe des z. 

> Pour v ox * 0 , le mouvement est un mouvement plan, dans le plan 
defini par le vecteur acceleration et le vecteur vitesse a l’instant 
t = 0. 

Le mouvement projete suivant l’axe des x est un mouvement 
uniforme de vitesse v ox . 

Le mouvement projete suivant l’axe des z est uniformement varie, 
d’ acceleration constante a g . 

En eliminant la variable t entre les deux equations horaires du 
mouvement, on obtient 1’ equation de la trajectoire : 

i 2 

* X , 1 X , X ,, o-. 

t - — et z - -a 0 — + v oz — (1.85) 

V ox 2 V V ox 


Si a est l’angle que fait le vecteur vitesse v 0 avec l’axe des x et v a 
la norme de ce vecteur vitesse, on peut ecrire : 

v n7 v„sina 

v = v cosa ; v = v stna ; — ; = = tana 

v ox v Q cosa 


z = — x“ + xtana (1.86) 

? 2 2 v 1 
z, v 0 cos a 

La trajectoire est une portion de parabole. 

Le schema de la figure 1.24 represente la trajectoire d’un projectile 
pour lequel le vecteur acceleration vaut : 

~a = g = -gu : => a fl = -g, ou g est T acceleration de la pesanteur. 

La fleche h coixespond a T altitude maximale que peut atteindre le 
point mobile. La portee d correspond a la distance maximale que peut 
atteindre le point lorsqu’il revient a l’ordonnee z = 0. 
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Figure 1.24 Chute parabolique. (.'acceleration correspond ici a I'accele- 
ration de la pesanteur ^ . 


> Calcul de la portee : 

2 

V 

z = 0=>x = 0 et x = d = 2sinacosa 


2 

— sin2a 
g 


La portee est maximale pour 2a = jt/2, soit pour un angle de tir 
correspondant a a = jt/4 = 45°. 


> Calcul de la fleche : 

Elle peut etre obtenue de differentes fagons. On peut rechercher, 
par exemple, l’ordonnee correspondant a l’abscisse x = d/2. On 
obtient alors : 



~g 


2 2 
v e cos a 


2 

V o ■ 

— stnacosa 
g 


2 

+ sinacosaj tana 


2 

, V o ■ 2 

h = — sin a 
2g 
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POINTS CLEFS 


>- Dans un repere donne, les memes vecteurs position OM , vitesse V et 
acceleration a peuvent s'exprimer differemment suivant le choix du sys- 
teme de coordonnees et de la base. 


Tableau 1.1 Recapitulate. 


Vecteur 

Coordonnees cartesiennes 
Base (~u x , ~u v , rf z ) 

Coordonnees M = (x,y,z) 

Coordonnees cylindriques et 
Base (ifp, if 0 , rf z ) 

Coordonnees M = (p, 0, z) 

Position OK } 

Okt = 

X~^ x 

ytiy 

z if. 

P W P 

~oi il = o 

ZU 2 

Vitesse ~V 

t = 

• — ^ 
XU x 

yu y 

ZU z 

pup 

v = p0rf 0 

• — ^ 
ZU z 

Acceleration Lf 

t = 

^ 

XU x 

yuy 

— ^ 
ZU z 

(p-p0 2 )«p 

a = (2p0 + pii) rfe 

ZUz 


Les expressions de ces vecteurs, rassemblees dans le tableau 1. 1, sont a connaitre ou a 
savoir retrouvertres rapidement. 


>- Dans le cas d'un mouvement circulaire dans le plan ( 0,x,y ) caracterise par 
un vecteur vitesse angulaire of perpendiculaire a ce plan, il faut connaitre 
ou savoir retrouver les expressions des vecteurs vitesse et acceleration ras- 
semblees dans le tableau 1.2. 
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Tableau 1.2 Recapitulate. 


Mouvement 
circulaire 
rayon R 

Coordonnees polaires 
Base ( T/p, kf e ) 

Vitesse angulaire 

— > 

(JO = co u z 

Position OM 

Oil = Rl!p 


Vitesse 

^ = RQ Trg = Ralffj = vug 

■) d Oi \1 — ) TTw 

v = = co a OM 

d t 

Acceleration 
Normale a„ 

a n = -R co Up 

doiil 

a n = CO A 

dr 

~a n = cda/oIaOM) 

Acceleration 
tangentielle a t 

~dl t = i?0 if e 

A Oil 

dt 

Acceleration a 

Cl — Cl n + Cl f 

if = - Rk> 2 1a p + R&Cl e 

— > — ^ d OA4 d co /~\Ar 

a - co a , + a OM 

dr dr 


EXERCICES 


1 .1 Promenade en foret (mouvement rectiligne uniforme) 

Un randonneur se situant en un point A s’est egare en foret. II marche 
alors pendant 2h a la vitesse v, = 6 km/h dans la direction Nord-Est 
jusqu’a un point B puis lh30 dans la direction Sud a la vitesse 
v 2 = 4 km/h avant de retrouver la sortie de la foret en C. 

a) Determiner la distance totale (AC) parcourue par le randonneur 
entre le point de depart A et le point d’arrivee C. 

b) Combien de temps aurait-il mis en marchant directement de A vers 
C a la vitesse v l = 6 km/h ? 

c) Dans quelle direction aurait-il du partir ? Donner 1’ angle en degres 
que fait cette direction avec l’axe Ouest-Est. 

d) On considere le repere : origine le point de depart A et 2 axes ortho- 
gonaux correspondant aux directions Sud-Nord et Ouest-Est. Faire un 
schema de ce repere et representez les differentes positions A, B et C 
ainsi que les differents vecteurs vitesses intervenant dans l’exercice. 
Faire le schema a l’echelle. 

Reponses : a) 8,9 km b) 1,5 h c) 16,4° par rapport a l’axe Ouest-Est. 
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1.2 Freinage d’un tramway (mouvement rectiligne varie) 

Une fois ses passagers installes, un tramway quitte 1’ arret en direction 
du centre-ville. Le tramway accelere tout d’abord avec une accelera- 
tion a l = 1,3 m-s -2 pendant 10 s jusqu’a atteindre sa vitesse de depla- 
cement V Q . II se deplace alors avec cette vitesse constante V 0 pendant 
une minute lorsque le conducteur apercoit devant lui un obstacle sur 
les voies situe a environ 50 m. 

a) Quelle est la distance parcourue par le tramway au moment oil le 
conducteur apercoit 1’ obstacle ? 

b) Sachant que le freinage d’urgence correspond a une deceleration 
a 2 = 3 m-s -2 et que le temps de reaction du conducteur est de 2 s, le 
tramway pourra-t-il s’arreter avant de heurter l’obstacle ? 

c) Tracer sur un graphique la vitesse en fonction du temps. 

Reponses : a) 845 m b) non, il manque 4,2 m 

1.3 Decollage d’un avion (mouvement rectiligne varie) 

Soit un avion pouvant accelerer a 12 m-s -2 et qui doit atteindre la 
vitesse de 200 km -I t 1 pour decoder. On veut savoir si cet avion est 
capable de decoder depuis la piste du porte-avions Charles de Gaulle 
(la longueur de la piste est de 194,5m). 

a) Donner l’expression de la position de l’avion en fonction du temps 

(x=f(t)). 

b) En deduire une relation entre la position de 1’ avion, sa vitesse et 
son acceleration. 

c) L’avion est-il capable de decoder ? 

Reponse : c) oui (distance necessaire 129 m) 

1.4 Mesure de la hauteur d’une falaise (mouvement rectiligne 
varie) 

Un etudiant cherche a mesurer la hauteur d’une falaise qui surplombe 
la mer. Pour cela l’etudiant lache une pierre de masse m = 0, 100 kg du 
haut de la falaise et a l’aide d’un chronometre mesure la duree entre le 
moment ou il a lache la pierre et le moment ou il entend le bruit de son 
entree dans l’eau. Le chronometre affiche 4,6 s. On prendra l’accele- 
ration de la pierre en chute libre egale a 10 m-s -2 et la vitesse du son 
v son = 340 m-s -1 . 

a) Determiner la hauteur de la falaise. 
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b) De cette meme falaise, l’etudiant veut jeter une pierre identique a la 
premiere pour atteindre un point P situe a une distance de 100 m du 
pied de la falaise. Calculez la vitesse initiale de la pierre en km-h -1 
(supposee horizontale) pour atteindre cet objectif P ? 

c) Calculer la duree entre le lancer et le moment ou on entend le choc 
de la pierre dans l’eau. 

Reponses : a) 93,5 m b) 23,13 m-s _1 c) meme duree que dans a) : 
4,324 s 

1 .5 Spider Maine 

Une araignee sarthoise est situee au centre de l'horloge de la cathe- 
drale du Mans. 

A 1’ instant ou la trotteuse (aiguille des secondes) passe sur le chiffre 
III du cadran de l'horloge ( t = 0), l’araignee se dirige vers l’extremite 
de cette aiguille en se deplagant a vitesse constante v = 3,3 cm-s _1 . La 
trotteuse de l’horloge ayant une longueur de 2 m : 

1) Quelle est la nature de la trajectoire de 1’ araignee par rapport a 
L aiguille des secondes ? 

2 ) Au bout de combien de temps l’araignee aura-t-elle atteint rextre- 
mite de 1’ aiguille ? 

On cherche maintenant a determiner la nature de la trajectoire de 
L araignee pour un observateur situe aux pieds de l’horloge. 

3) Exprimer le vecteur vitesse V(M) de 1’ araignee dans la base 

mobile ( u p , ~iiq) liee alien fonction des parametres v A et co la 
vitesse angulaire de l’aiguille. 

4) Exprimer le vecteur acceleration ~a ( M ) de l’araignee dans la base 

mobile (u ~u e) liee a M en fonction des parametres v A et co (accele- 
ration angulaire de 1’ aiguille). 

5) Calculer les composantes de V ( M ) pour t = Os, 15 s, 30 s, 45 s et 
60 s dans la base fixe (~u x , u v ) . 

6 ) Representer a l’echelle sur un schema les positions et les vecteurs 
vitesse de 1’ araignee pour les temps t = 0 s, 15 s, 30 s, 45 s et 60 s. On 
prendra 1 cm qui correspondra a 0,1 m-s _1 . 

7) Sachant que les vecteurs vitesses sont toujours tangents a la trajec- 
toire, tracer la trajectoire de 1’ araignee pour un observateur situe a la 
base de l'horloge. 
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SOLUTIONS 


1 .1 Promenade en foret 

a) Pour calculer la distance parcourue par le randonneur il faut addi- 
tionner les distances AB et BC que l’on peut assimiler a la norme des 

vecteurs AB et BC . Dans le texte il est dit qu’entre les points A et B, 
le randonneur marche a une vitesse constante de iq = 6 km-lr 1 

pendant 2 h, il parcourt done || AB || =v 1 ■ t = 2 • 6 = 12 km. 


De meme entre B et C le randonneur parcourt BC\\ =v 2 't = 
1,5 • 4 = 6 km. 

Ainsi le randonneur aparcouru \ab\ + BC = 6 + 12 = 18 km. 

b) Connaissant la vitesse du randonneur entre les points A et C, il 
suffit de connaitre la distance AC pour calculer le temps mis par le 
randonneur pour aller de A a C. 

Calcul de la distance AC 

Cela revient a calculer la norme du vecteur A C . 
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On peut ici s’ aider d’un schema : 



La relation de Chasles donne 


Jt 


AB + ~BC 



Attention : 


At 


* \\AB\ 


+ II ~Bt 


On peut determiner les composantes des vecteurs AB et BC dans le 
repere (A, x, y ) associe a la base orthonormee ( ~u x , u y ) . 

Pour cela on va utiliser le produit scalaire. 


En effet, soit un vecteur V dont on veut determiner les composantes 
V x et V y dans une base (u x , ~u y ) . On peut ecrire : 


V = V x ~u x + V ~u y ou encore V : 


( v x \ 
v) 


On a : 

V ■ u x = ( V x u x + V y u y )u x = V x u x ■ u x + VyUy -u x = V x • 1 + V y ■ 0 

On a done : V x = V • u x et de meme V y = V ■ u y 

La definition du produit scalaire donne : 

V x - F ■ u x - ||"?||||'mJcos( ~V, u x ) et 
V y = V ■ u y = f f||||mJcos( V, u y ) 

Le schema nous permet d’acceder aux angles entre les differents 
vecteurs. 
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Ainsi AB aura pour composantes dans la base ( u x , u y ) : 


' \AB 1| | u x \ | cos( AB , Uxf 
V||Zs|| I 'm v |cos(Zs, u y y 


AB : 


12cos- ^ 
4 

-« / JT JC 

12cos - - - 
\2 4 )> 


/ l2> 

12 — 
2 

12 — 

l 2 

De meme, 


^7^ 

6^2, 


8,48' 

8,48 


5C : 


t BC • m~\ 


V£C • m 7 


/||5C||||7,||cos(fiC, m,)\ 


-» 


''I BC \\ I u J|cos( BC, 7i y )> 




r Jt\ 

6cos- 

2 

\6cosjt/ 



Le vecteur it se deduit de la relation de Chasles : 


AC = AB + BC 


AC : 





Maintenant qu’on connait les composantes de AC on peut calculer 
sa norme. En effet, on sait que || A c|| = Jx^ c + y\ c done: 

||l(?|| = Vs,48 2 + 8,48 2 = 8,84. 

Done la distance AC est de 8,84 km (environ 8,9 km). 

Si le randonneur marche a la vitesse de 6 knvlr 1 alors il lui faudra 
t = dlv = 8,84/6 = 1.41 h = 1 heure 25 minutes pour aller directement 
de A a C. 

c) Pour calculer l’angle entre deux vecteurs, dont on connait les 
noimes, on utilise de nouveau le produit scalaire. 

AC-~it x = |Uc||||m,||cos(^C, 7 jc ) et on a vu a la question prece- 

dente que A& ■ ~u x = 6jl = 8,485 d’ou : 

cos (AC.Tl,) = = ^4rr = 0,96 =■ ( AC. ?,) = 16,4° 

h; 8 ’ 84 
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1.2 Freinage d’un tramway 

a) Avant d’apercevoir L obstacle le conducteur a accelere 10 s a 

1.3 m-s -2 (partie 1) puis s’est deplace a vitesse constante pendant 60 s 
(partie 2). 


Calcul de Dj : 

Connaissant 1’ acceleration lors de la partie 1 on peut calculer la 
vitesse puis la distance parcourue par le tramway (Of). 
x = a => v = x = at + b ou b est une constante d’integration (1). 
Determination de la constante b : 

A t = 0,v = 0 car le tramway etait a 1’ arret done b = 0. 

1 2 

x = at => x = -at + b' ou b' est une constante d’integration (2) 


Determination de la constante b' : 

At = 0, x = 0 car le tramway ne s’est pas encore deplace done b' = 0. 
On a finalement le deplacement en fonction du temps : x = 0,5 at 2 
Done au bout de 10 s le deplacement D x effectue est de : 

Dj = x(t = 0) = 0,5 • 1,3 • 10 2 = 65 m 

Calcul de D 2 : 

On sait que la vitesse est constante lors de cette partie du parcours. II 
faut tout d’abord determiner cette vitesse. 

La vitesse V Q de deplacement est atteinte apres 10 s : en utilisant la 
relation (1) on obtient : 

V Q = at= 1,3 • 10 = 13 m-s _1 
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Le mouvement est maintenant uniforme a la vitesse V 0 . 

Done au bout de 1 minute = 60 s le deplacement D 2 effectue est de : 


Ainsi la distance totale parcourue avant que le conducteur n’apergoive 
l’obstacle est : 


b) Distance D 3 parcourue a la vitesse V 0 pendant les 2 s correspondant 
au temps de reaction : 


Ensuite, une deceleration de 3 m-s -2 correspond a une acceleration de 
-3 m-s -2 . La distance de freinage D F peut se calculer en utilisant la 
relation qui relie la distance a 1’ acceleration : 

x = a => x = at + V 0 ou V" 0 = 13 m-s -1 est la vitesse de deplacement 
au moment ou le conducteur commence a freiner (at = 0). 


La duree du freinage s’obtient en cherchant la date pour laquelle la 
vitesse s’annule. De la relation (3) on a : 



La distance de freinage D F peut done etre determinee : 


D 2 = V Q t= 13 • 60 = 780 m. 


D = Dj + D 2 = 65 + 780 = 845 m 


V o t^> D 3 = 13 • 2 = 26 m. 


v = x =-3t+ 13 (3) 


On en deduit la distance parcourue en fonction du temps : 
x = 0,5 at 2 + V a t + x 0 avec x Q une constante d’ integration. 
A t = 0 le deplacement est nul done x Q = 0 d’ou : 


x = 0,5at 2 + V o t = -h 2 + 13? (4) 


- 3 -t 2 F+ Ut F 
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La distance totale D parcourue est : 

D = D F + D a = 28,17 + 26 = 54,17 m > 50 m 

Le tramway ne pourra done pas s’arreter avant de heurter l’obstacle 
situe a 50 m sur les voies. 

c) Voir figure. 



1.3 Decollage d’un avion 

a) Le mouvement est uniformement accelere. 

Les conditions initiales sont : a t = 0 \ x = 0 etv = 0. On a done : 

x = -at 2 (1) 

2 

b) L’ expression de la vitesse en fonction du temps est donnee par : 

v = x = at 

On en deduit la duree du decollage : 

t = - (2) 
a 

En introduisant l’equation (2) dans la relation (1) on obtient : 

1 2 2 

.2 1 V V 

x = at = -a— = — 

2 fl 2 2 a 


c) On utilise la relation demontree precedemment : 

= 128,6 m < 194,5 m 


v 2 (200 ■ 10 3 /3600) 2 
A 2 a 2.12 


L’ avion peut done decoder de la piste du Charles de Gaulle longue de 
194,5 m. 
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1.4 Mesure de la hauteur d’une falaise 

a) Pendant la chute, la pierre n’est soumise qu’a son poids. L’ accelera- 
tion de la pierre correspond a 1’ acceleration de la pesanteur a = g. 

On choisit un axe verticale oriente vers le bas. L’origine est le point de 
depart de la pierre qui est lachee a / = 0 sans vitesse initiale. On a 
alors : z(0) = 0 et v(0) = 0 et la hauteur de chute en fonction du temps 
est : 


1 2 1 2 

z = -at = -et ■ 
2 2 * 


, 1 ,2 
h = - 2 S‘< 


La duree t c de la chute est done de t c = 

Attention, la duree mesuree par l’etudiant est egale a la duree t c de la 
chute plus le temps t s qu’a mis le son pour parvenir aux oreilles de 
l'etudiant. Le son se propage avec une vitesse constante V s . On a 
done : 




On a done, si t m est la duree mesuree : 


L? L L 


j2h + h_ 

U V s 


h 


2/7 2 h 


C’est-a-dire encore : t„ — — = — 


g 


g 


h 


V, 


On obtient le polynome du deuxieme degre suivant : 

,2 ,2 


2 h _ 2 _ , 

" m 

g 


2—t — - 2h(— + -) + t 2 = 

v* m y* vl g’ 


s g> 


V \ 


h 2 - 2h( V s t m + — 'l + V^tt = 0 


g 


S L m 


h 2 - 2/7(340 • 4,6 + 34 • 340) + (340 • 4,6) 2 = 0 

h 2 -2h{ 13 124) + 2446096 = 0 
Ce polynome possede deux solutions : 


t v s\ 

1/ v]\ 2 

V s t m + ^)±J 

( V S t m + — ) 

\ g) 

V g> 


S L m 
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h= 13124 ± 13030,475 soit h x = 26 154,475 m soit h 2 = 93,5 m 
La solution h x est a rejeter (trop importante pour avoir un sens). La 
hauteur est done de : h 2 = 93,5 m 

Remarque : pour avoir un ordre de grandeur de la hauteur on peut 
negliger le temps mis par le son pour remonter par rapport au temps 
mis par la pierre pour chuter. On a alors : 


t 


m 


l2h _ u _ gt l _ 10 • 4,6 2 

9 g 2 2 


105,8 m 


On obtient bien une hauteur de cet ordre de grandeur mais en negli- 
geant le temps mis par le son pour remonter on ferait une erreur rela- 
tive de : 


Ah _ 105,8-93,5 _ 
h 93,5 


On a t c = 


* V s 340 

b) La seule difference avec la situation precedente est que cette fois la 
pierre possede une vitesse initiale v a parallele a la surface de la mer. 
L’ equation de la trajectoire peut alors etre facilement determinee 
suivant l’axe Oz. et Ox : 

Selon Oz : 


' 2 h 


2 ■ 93,5 
10 


= 4,324 s et 


93,5 


= 0.275 s 


z 


2 1 2 

-at = -gt~ meme situation que pour la chute libre 


Selon Ox : mouvement rectiligne uniforme a la vitesse v Q : x = v a t 
Pour determiner v 0 , il faut connaitre la distance du point de chute au 
pied de la falaise (D = 100 m) et t le temps que va mettre la pierre a 
toucher la surface de l’eau. 

Puisque l’equation suivant Oz est la meme que pour la question a) la 
duree de la chute sera identique e’est-a-dire : t c = 

On en deduit done que : 

v n = — = D = -■■9.9.. = 23,13 m-s _1 e’est a dire 83,26 km-h _1 
0 t c A/2 h 4,324 

c) Le temps t c est le meme dans les deux cas soit t c = 4,324 s. 
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1 .5 Spider Maine 

1) L’araignee avance le long de 1’ aiguille a vitesse constante v A : le 
mouvement de l’araignee par rapport a 1’ aiguille est done rectiligne et 
uniforme. 

2 ) La trotteuse mesure 2 m et l’araignee se deplace a v A , on en deduit 
le temps de parcours de la trotteuse : 



L’ aiguille effectuera pendant ce temps 1 tour complet du cadran. 

3) En coordonnees polaires : 


L’ aiguille tourne dans le sens inverse du sens trigonometrique. La 
vitesse angulaire algebrique 0 est done negative : 0 = -<n = -jt/ 
30 rad-s _1 . 

L’ expression du vecteur vitesse est done : 


4) Le vecteur acceleration en coordonnees polaires s’obtient en deri- 
vant le vecteur vitesse : 


A 

V = pilp + pvUQ 


La distance OA correspond a p : OA = p = v A t et p =v A 
La vitesse angulaire correspond a : 


a|| 1 tour 2jz jt i i 

0=00 = = — = — rad-s _1 

60 60 30 





A d t A d t 
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Remarque : on peut partir de 1’ expression du vecteur acceleration en 
polaires : ~a(A) = (p - pif) u p + (2p0 + p0)7^e 

Avec p = v A t, p =v A , p =0, 0 = -no et 0 = 0, on retrouve le resultat 
precedent. 

5 ) Les vecteurs {~u p , 7/e) ont pour expression dans la base (u x , u y ) 
(voir cours) : 

«p = cos07/. Y + sindz/j, 
i/e = - sin07/. v + cos07? v 

Sachant qu’a t = 0 l’aiguille est sur le chiffre 3 (c’est-a-dire 0(0) = 0), 
Tangle 0 s’exprime en fonction de la vitesse angulaire 0 = -to par : 

0 = -a )t. 

Le tableau suivant rassemble les resultats obtenus pour les dates / = 0, 
15, 30, 45 et 60 s. 


t 

(seconde) 

0 = t 

30 

— ^ 

u p 

— ^ 

u e 

s 

II 

■D 

SI a 
»■»*. 

0 

0 

U x 

U y 

?(0) = v A ?i p (0) = v A u x 

15 

Jt 

2 

~Uy 

U x 

v(15) = v^p-^e) 





- v^- 2 Ux ~ u yj 

30 

-jt 

-u x 

U y 

v(A) = v A (u p -nu g ) 

= ~V A ( Ux-KUy) 

45 

3 it 

~~2~ 

U y 

--fix 

V ( A ) = v a[ u p“Y M0 j 
/ 3 Jt — > \ 

= V^yM,+ Uyj 

60 

-2 it 

U x 

U y 

"?( A ) = v^( if p -2it/t e ) 
= v A ( u x - 2it u v ) 
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Pour ces dates, les vecteurs unitaires (~u p , uq) s’ exprime simplement 
en fonction des vecteurs ( u x , u y ) : le resultat peut se verifier graphi- 
quement. 


\ i I I i. 


\ ' “p 




7 ( 45 ) 


“e(0J 



I T? e (15) 


+ vfl3) T "P (15 l 

ft ft V 

1 i , h '' 

! 
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OBJECTIFS PLAN 


M Lois de Newton et 
Forces 


2.1 Principe d'inertie (1 re loi de Newton) 

2.2 Principe fondamental (2 e loi de Newton) 

2.3 Actions reciproques (3 e loi de Newton) 

2.4 Les forces 

2.5 Conclusion 

>- Savoir faire le bilan des forces appliquees sur un systeme prealablement 
defini. 

>• Connaitre la methode de resolution d'un probleme de dynamique. 


2.1 PRINCIPE D'INERTIE (1 RE LOI DE NEWTON) 
a) Definitions 
Systeme materiel 

Un systeme materiel est un ensemble de points materiels. On 
distingue : 

> Le systeme materiel indeformable : Tous les points materiels cons- 
tituant le systeme restent fixes les uns par rapport aux autres. Ceci 
correspond a la definition d’un solide en mecanique. 

> Le systeme materiel deformable : Tout systeme ne correspondant 
pas a un solide. Exemple : Tensemble de deux mobiles autopor- 
teurs independants forment un systeme deformable. 

Le systeme materiel peut subir des actions ou pas de la part de 
l’exterieur. En particulier, on distingue : 

> Le systeme materiel isole (ou ferme) : 11 n’existe aucune action 
venant de l’exterieur et s’exerqant sur le systeme. 
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> Le systeme materiel pseudo-isole : Les actions exterieures agissant 
sur le systeme se compensent (tout se passe comme si il etait isole). 
Ainsi Sur Terre, un systeme ne peut pas etre rigoureusement isole 
puisqu’il subit obligatoirement son poids. Un mobile autoporteur 
sur un plan horizontal est pseudo isole : la soufflerie du mobile 
compense le poids et le mobile se deplace dans le plan horizontal 
comme si il etait isole (les principales forces de frottement solide- 
solide sont eliminees). 

Masse 


La masse d’un systeme caracterise la quantite de matiere qui le 
constitue. L’ unite de masse dans le systeme international est le 
kilogramme (symbole : kg). 


Tres souvent note rn. la masse d’un systeme est invariable dans le 
cadre de la mecanique Newtonienne. C’est une caracteristique du 
systeme. 

Centre d'inertie 

Le centre d’inertie d’un systeme materiel ou centre de gravitation 
correspond au barycentre des positions des points materiels affectes 
de leur masse. 11 est note I (comme Inertie) ou plus souvent G (comme 
Gravitation). 



Pour un systeme materiel comportant n points materiels note M 1? 
M 2 , ...M v ...M n de masse respectivement m x , m 2 , ...m v ...m n (voir 
figure 2.1), le barycentre est obtenu par la relation : 


^ mfiMi = 0 

i = 1 


(2.1) 


2.1 • Principe d'inertie (1 re loi de Newton) 
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Ce point G peut etre repere par rapport a une origine O (voir 
figure 2.1). En utilisant la relation de Chasles on obtient l’expression 
suivante : 




i = 1 


^ m i GM i = 0 => ^ m t [GO + OM t ] = 0 

i = 1 

f = n i — n 

^ m l GO + ^ m l OM i = 0 

i = 1 

^ m\ GO = ^ m i OM j 


i = 1 


i = 1 


i = 1 


OG = 


^ m l OM l 




mOG - \ nijOM , 


La quantite m correspond a la masse totale du systeme : 

i = n 

m - ^ m i 

i = 1 


(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 
(2.5) 


Exemple: Centre d'inertie d'un systeme constitue de 2 masses m, en M, et 
m 2 = 2m, en M 2 tel que M,M 2 = d = 6 cm (figure 2.2). 

En utilisant la relation (2.1), on a : 


m l GM i +m 2 GM 2 = 0 GM) = -- 2~GM 2 = -2GM 2 

m j 

Les deux vecteurs ont meme direction et sont de sens oppose : les points G, /W, et 
M 2 sont alignes et G est entre At, et M 2 . 


M, 


<- 


-x 




2 m j 


Figure 2.2 Centre d'inertie G pour un systeme constitue d'une masse m, et 
m 2 = 2m v 


En passant par les normes,on obtient : 

E|| = 2\gm\ 


GM l = 2 GM 2 


(2-6) 
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Cette equation fait apparaitre deux inconnues GM ] et GM 2 . Pour resoudre il nous 
faut une deuxieme equation donnee par : 

GM l + GM 2 = d (2.7) 

En reportant la relation (2.6) dans (2.7) on obtient : 

2 GM 2 + GM 2 = d = 3GM 2 => GM 2 = *1 = 2 cm 
GM; = 2 GM 2 => GM y = = 4 cm 

Le centre d'inertie se situe entre les deux masses, du cote de la masse la plus 
grande, le rapport des distances etant egal au rapport inverse des masses. 

Vecteur quantite de mouvement 

En physique, il est toujours interessant de rechercher des grandeurs 
qui se conservent dans certains cas au cours de 1’ evolution du 
systeme. Cela permet de prevoir comment le systeme va evoluer. 
L’energie en est un exemple et le vecteur quantite de mouvement en 
est un autre. 


Le vecteur quantite de mouvement (note p ) d’un point materiel de 

masse m se deplaqant avec une vitesse v dans un referentiel donne 
est defini par : 

p = mv (2.8) 

L’ unite de la quantite de mouvement dans le systeme international 
est le kg-m-s _1 . 


Le vecteur quantite de mouvement d’un systeme materiel constitue 
de n masses m i situees aux points M i et se deplaqant a la vitesse v , 
dans le referentiel donne est obtenu en ajoutant tous les vecteurs 
quantite de mouvement. 



C'est une addition de vecteurs et non de normes.On a done : 

i = n i = n 


? = ^ 

i = 1 


1 *' 


(2.9) 


Cette relation peut encore s’ecrire, en considerant que les masses 
sont des constantes dans le temps : 


P 


m ; 


d OMi 
d t 


i = 1 




OMi 


i = 1 


P 


— ( mOG ) = m = mV g 

d t d t 


( 2 . 10 ) 
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Le vecteur quantite de mouvement d’un systeme materiel est egal 
au vecteur quantite de mouvement d’un point materiel fictif 
confondu avec le centre d’inertie du systeme ou serait concentree 
la masse totale du systeme. 


b) Principe d'inertie : 1 re loi de Newton 


Les principes ou lois ne se demontrent pas. 


C’est a partir de l’observation d’un grand nombre d’experiences que 
le physicien est amene a enoncer une loi qui restera valide tant qu’une 
autre experience ne la remettra pas en question. La mecanique clas- 
sique se constmit a partir des trois lois que Newton a enoncees. 

Experience 



Figure 2.3 Mouvement du centre d'inertie d'un mobile autoporteur sur une 
table horizontale. 

L’ utilisation d’une table soufflante ou d’un mobile autoporteur permet 
d’etudier le mouvement d’un solide pseudo isole. Le poids est 
compense par la soufflerie et le corps peut se deplacer sans frottement 
avec le support. La table etant parfaitement horizontale et fixe par 
rapport a la Terre, un experimentateur lance de fagon quelconque le 
mobile autoporteur. On constate alors qu’il existe toujours un et un 
seul point presentant a chaque fois le meme type de mouvement recti- 
ligne uniforme (voir figure 2.3). Ce point appele centre d’inertie coin- 
cide avec le centre de gravitation G. Les autres points du solide on un 
mouvement plus complexe combinant une rotation autour de G et une 
translation avec G. Si le mobile est simplement pose sur la table il 
reste immobile. Ce resultat est valable dans le referentiel terrestre 
dans lequel la table est fixe. Mais nous savons que la notion de 
mouvement ou de repos depend du choix du referentiel. Ce resultat 
n’est done pas valable dans tout referentiel. Le referentiel dans lequel 
le centre d’inertie d’un systeme pseudo isole a un mouvement recti- 
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ligne uniforme ou est au repos est qualifie de galileen. Ce resultat est 
verifie pour tout systeme deformable ou non. 

Principe d'inertie ou 1 re loi de Newton 


Dans un referentiel (R) galileen, le centre d’inertie de tout systeme 
materiel mecaniquement isole (ou pseudo isole), est soit au repos 
soit en mouvement rectiligne uniforme. 



Ce principe conduit a la loi de conservation de la quantite de 
mouvement totale d’un systeme isole ou pseudo isole. 


Le principe d'inertie ne renseigne que sur le mouvement du centre d'inertie du 
systeme mais pas sur le mouvement des autres points constituants le systeme. 


c) Referentiels galileens 

La definition de referentiel galileen est liee au principe d’inertie et 
done a l’experience. On peut retenir la definition suivante : 

Un referentiel est galileen si le principe d’inertie s’applique. 

Dans l’experience decrite dans la partie 2.1(b) avec les mobiles 
autoporteurs, on peut considerer que le referentiel terrestre est gali- 
leen. La meme experience faite dans un vehicule en mouvement par 
rapport a la Terre montre que le referentiel lie au vehicule n’est plus 
galileen sauf s’il se deplace d’un mouvement de translation rectiligne 
uniforme. 

Par rapport a un referentiel (R), un referentiel (R ' ) est en transla- 
tion rectiligne uniforme si les axes du repere qui le caracterise gardent 
toujours la meme direction par rapport a (R) et que tous les points de 

(/?’) se deplacent avec la meme vitesse v e appelee vitesse d’entrai- 
nement. Dans ces conditions, le vecteur vitesse d’un point G, centre 
d’inertie d’un systeme, par rapport au referentiel ( R ) est egal a la 
somme du vecteur vitesse de ce meme point G par rapport au referen- 
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tiel (R ' ) et du vecteur vitesse caracterisant la translation rectiligne 
uniforme. C’est la loi de composition des vitesses. On a done : 

Vr(G) = VR’(G)+V e 


I 

A (R) 

— > 

o 


Figure 2.4 Le referentiel (R') est en translation rectiligne uniforme par rap- 
port au referentiel (/?). Exemple : le tapis roulant. La vitesse, par raport a la 
Terre, d'un point se deplagant sur le tapis roulant est egale a la vitesse de ce 
point par rapport au tapis roulant plus la vitesse d'entrainement du tapis rou- 
iant. 

Ainsi, si le referentiel (R) est galileen et que le systeme etudie est 
isole alors v r( G ) est un vecteur constant. Si le referentiel (R 1 ) est en 
translation rectiligne uniforme on a v e constant et done vr’(G) 
egalement. Le referentiel (R 1 ) est lui aussi galileen. 


Tout referentiel en translation rectiligne uniforme par rapport a un 
referentiel galileen est lui-meme galileen. 




II existe done une infinite de referentiel galileens tous en mouve- 
ment de translation rectiligne uniforme les uns par rapport aux autres. 

L’ experience montre que le referentiel de Copernic est un excellent 
referentiel galileen (malgre le mouvement du soleil dans notre galaxie 
qui elle-meme est en mouvement par rapport aux autres galaxies). 

Le referentiel geocentrique est en translation non rectiligne autour 
du Soleil (translation pratiquement circulaire uniforme). II n’est done 
pas rigoureusement galileen. Cependant, la revolution de la Terre 
s’effectue en 365 jours et 6 heures ce qui fait que le referentiel 
geocentrique peut en premiere approximation etre considere comme 
galileen lorsque le phenomene etudie se produit pendant un temps tres 
court devant la periode de revolution de le Terre. 

Pour les memes raisons le referentiel terrestre n’est pas rigoureuse- 
ment galileen mais s’en apparente lorsque le temps de Texperience 
est tres inferieur a 24 h ou bien lorsque la precision des mesures ne 
permet pas de mettre en evidence ce mouvement. 
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2.2 PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE (2 E LOI DE 
NEWTON) 


a) Notion de force 

Un point materiel G est rarement mecaniquement isole mais subit des 
actions. Ces actions sont appelees forces. Lorsqu’on parle de force, il 
est important de voir que cela suppose l’existence d’un « acteur » 
(celui qui exerce la force) et un « receveur » (celui qui subit la force). 
« Un corps A exerce une force sur un corps B » 


Une force s'exerce dans une certaine direction appelee « ligne d'action de la 
force*, dans un certain sens et avec une certaine intensite. De plus, une force 
s'applique en un point particulier du systeme. Une force sera done materialisee par 
un vecteur associe a un point d' application. Son intensite est mesuree au moyen 
d'un dynamometre et s'expriment en Newton (symbole N) dans le systeme inter- 
national d'unites. 


> Representation d’une action mecanique : ( F,A ) avec F une 
vecteur ayant comme direction et sens la direction et le sens de 
1’ action et comme norme 1’ intensite de 1’ action. Ce vecteur sera 
represente au point d’ application A. 

b) Principe fondamental de la dynamique (ou 2 e loi de 
Newton) 

Des qu’un systeme subit des actions provenant de l’exterieur il n’est 
plus isole. Les consequences en sont une possible deformation ou 
bien une modification de mouvement qui se manifeste par une varia- 
tion du vecteur quantite de mouvement qui ne se conserve plus. La 
deuxienre loi de Newton precise comment se fait cette modification 
du mouvement. 

Enonce du principe 


Dans un referentiel galileen, la somme vectorielle des forces exte- 
rieures appliquees a un systeme est egale a la derivee par rapport au 
temps du vecteur quantite de mouvement du systeme. 



( 2 . 11 ) 


Le vecteur quantite de mouvement du systeme correspond au 
vecteur vitesse du centre d’inertie du systeme multiplie par la masse 
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totale (voir 2.1a). La masse etant un invariant il est possible de donner 
une autre forme a ce principe 



Ce principe nous renseigne uniquement sur le mouvement du centre d'inertie du 
systeme et pas sur le mouvement des autres points du systeme. 

Theoreme du centre d'inertie 


Dans un referentiel galileen, le mouvement du centre d’inertie d’un 
systeme materiel est le meme que celui d’un point materiel coinci- 
dant avec ce centre, point qui aurait comme masse la masse totale 
du systeme et auquel on appliquerait la somme des forces agissant 
sur le systeme. 



mac 


( 2 . 12 ) 


Quelque soit le systeme considere, on est ramene a l’etude du 
mouvement d’un point materiel qui correspond au centre d’inertie. 



Figure 2.5 Illustration du theoreme du centre d'inertie. 


II est possible de donner une autre forme a ce theoreme en introdui- 
sant une nouvelle grandeur cinematique interessante lorsqu’un point 
tourne autour d’un axe. Cette grandeur est le moment cinetique. 
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Moment cinetique et theoreme du moment cinetique 

Definition du moment cinetique 

Considerons un point materiel M en rotation autour d’un point fixe 
dans le referentiel galileen RfO,x,y,z ). Sa vitesse, dans ce referentiel, 

est notee V . 


On appelle moment cinetique du point M par rapport a un point fixe 
O, le moment par rapport a O de sa quantite de mouvement c’est-a- 
dire : 


L 0 (M) = ~OM MnV (2.13) 

Le moment cinetique L 0 , produit vectoriel (voir encart 1.5) du 
vecteur position avec le vecteur quantite de mouvement, est un 
vecteur perpendiculaire a OM et a la vitesse du point : c’est une gran- 
deur perpendiculaire a la trajectoire du point M (voir figure 2.6). 


A f z 



Figure 2.6 Moment cinetique par rapport au point 0 d'un point M en 
mouvement autour de 0. 



Le moment par rapport a un point 0 d'une grandeur vectorielle X liee a un point 
Me st: 

Mo(X) = OMaX ( 2 . 14 ) 



Exemple : Moment d'une force par rapport a 0 : 

= OaIa f 


( 2 . 15 ) 


Le moment cinetique correspond au moment du vecteur quantite de mouvement. 
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Theoreme du moment cinetique 




d L 0 d( OM Am v) d OM 


d t 

d to 

d t 




d t 




^ ^ 

a m v + OM a m — — 
d t d t 


d v 




= v Amv + OM Am — = OMAma 
d t 


avec ~a le vecteur acceleration de M. 

En appliquant le principe fondamental de la dynamique au point 


M : 


d Lo 
d t 


= OM Am~a = OM a ^ ^ ( OM a ~F ex t ) 


La derivee (par rapport au temps) du moment cinetique d’un point 
materiel M par rapport a un point fixe 0 dans un referentiel (R) 
galileen est egale a la somme des moments par rapport au meme 
point 0 des forces exterieures appliquees au point M. 



OM a F e . 





d Lo 

d t 


( 2 . 16 ) 


Pour un point materiel en rotation autourd'unaxefixe,on peutappliquer indifferem- 
ment le principe fondamental de la dynamique ou le theoreme du moment cinetique. 


Si la somme des moments des forces exterieures est nulle alors le moment cineti- 
que est une grandeur vectorielle constante pouvant eventuellement etre nulle. 
Dans le cas ou le moment cinetique est non nul le mouvement est plan. En effet, les 
vecteurs vitesse et position sont perpendiculaires a tout instant au vecteur 
moment cinetique constant. Ms sont done toujours dans le meme plan qui corres- 
pond au plan du mouvement. Dans le cas ou le moment cinetique est nul, le point 
a soit un mouvement rectiligne (vecteur position et vitesse ont meme direction) 
soit il est en equilibre (vitesse nulle) dans le referentiel d'etude. 


2.3 ACTIONS RECIPROQUES (3 E LOI DE NEWTON) 

Considerons deux systeme S 1 et S 2 en interaction (a distance ou par 
contact). Cette troisieme loi de Newton ou principe des actions reci- 
proques indique que chaque fois qu’un systeme 5 ] exerce une action 

(une force) F 1-.2 sur un systeme S 2 alors, simultanement, le systeme 

S 2 exerce une action (une force) F 2—1 sur le systeme S v Ces forces 
sont egales et opposees. 
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Lorsque deux systemes .S', et S 2 sont en interaction, quel que soit le 
referentiel d’ etude et quel que soit leur mouvement (ou 1’ absence 
de mouvement), Faction du systeme .S’, sur le systeme S 2 est exac- 
tement opposee a Faction simultanee du systeme S 2 sur le systeme 
S,. 



Figure 2.7 Illustration du principe des actions reciproques. 


Ce principe est universe! II s'applique aussi bien aux interactions a distance qu'aux 
interactions de contact, a I'echelle de I'univers commea I'echelle des particules. 


Ce principe peut etre tres utile puisqu’il nous permet de connaitre 
Faction d’un corps A sur un corps B si l’on connait Faction du corps 
B sur le corps A. 


2.4 LES FORCES 

Nous avons deja vu qu'une force peut etre representee par un vecteur 
associe a un point correspondant au point d’ application. 

L’ application des lois de la mecanique necessite de faire un bon 
bilan de forces s’exercant sur un systeme c’est-a-dire ne pas oublier 
une force ou ne pas en rajouter. Pour cela il faut que le systeme soit 
clairement defini pour pouvoir ensuite repertorier les forces que 
l’exterieur exerce sur lui. 

11 existe deux types de forces : 

> Forces d’interaction a distance (l’acteur et le receveur ne sont pas 
en contact) : exemples: les forces de gravitation, les forces electro- 
magnetiques, les forces nucleaires de cohesion. 

> Forces de contact : exemples: les forces de frottement et de tension. 


2.4 • Les forces 


69 


a) Le poids d'un corps : force d'interaction a distance 
Force d'interaction gravitationnelle 


La force d’interaction gravitationnelle ou force de gravitation est 
un exemple de force d’interaction a distance. Elle s’exerce entre 
deux masses sans qu’il y ait contact. C’est cette force qui predo- 
mine dans l’Univers du fait de l’importance des masses en 
presence. 


Cette force suit une loi enoncee par Newton en 1650 et qui precise 
que deux masses m et M interagissent entre elles de fag on d’autant 
plus forte que les masses sont grandes et que la distance qui les separe 
est petite. 

La force F qu’exerce une masse M (ponctuelle en O) sur une 
masse m (ponctuelle en P) telle que OP = r, s’ecrit : 


F 


= -Hi — u 


2 

r 


OP 


(2.17) 


avec u op vecteur unitaire dirige suivant OP et 5S = 6,67 • 10 _1 1 
m 3 -kg _1 -s -2 , la constante de gravitation universelle. 


Masse M 


top 


Masse m 


O p 

Figure 2.8 Force de gravitation : action de la masse M en 0 sur la masse m 
en P. 


Les masses m et M sont toujours positives. La force de gravitation 
est done toujours attractive. 


D’apres le principe des actions reciproques (3 e loi de Newton) la 
masse m exerce sur M une force : 

f' = -^S PO = a n - 'Mt, op = -t 

r r 

La force de gravitation exercee par /Men O sur une masse m situee 
en un point quelconque P de l’espace peut encore s’ecrire : 


F = mG(P ) = -Hi—u ()p 


(2.18) 
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La grandeur G(P) est appele champ de gravitation cree par la 
masse M en tout point P de l’espace. C’est une grandeur homogene a 
une acceleration (force sur une masse). 

On montre que pour un solide de forme spherique presentant une 
repartition de masse a symetrie spherique que le champ de gravitation 
cree par cet astre en un point exterieur a celui-ci est le meme que celui 
qui serait cree par une masse ponctuelle egale a la masse du solide et 
situee au centre du solide. C’est le cas pour les astres de l’Univers et 
en particulier pour la Terre. 

Champ de gravitation de la Terre 

En un point P de l’espace situe a l’exterieur de la Terre le champ de 
gravitation a pour expression : 

G(P) = -y-Jop = M J OP (2.19) 

r ( R t + z ) 


> M masse de la Terre : M = 5,98 • 10 24 kg 

> R t : rayon de la Terre : R T = 6,37 ■ 10 6 m 

> La constante universelle de gravitation : Pi = 6,67- 10 -11 u.s.i. (unite 
du systeme international). 

> r : distance du point P au centre O de la Terre 

> z '■ altitude du point P par rapport a la surface de la Terre 

L’ expression et la valeur du champ de gravitation a la surface de la 
Terre (r = R T ) correspondent a : 


7? c .I-) 

G a - .j—u op 

R t 

G q = ^ = 9,83 m • s 2 = g 
R t 


( 2 . 20 ) 


Cette valeur est proche de celle du champ de pesanteur g a la 
surface de la Terre. La difference provient principalement de la rota- 
tion de la Terre autour de son axe Sud-Nord. En premiere approxima- 
tion il est possible de considerer que le champ de gravitation G a 
correspond au champ de pesanteur g. 


A I'altitudezon aura : 

G(z) = t S- 


M 


{R T + z) 


<sMh+ z 


GJ 1 + . 


-2 
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Pour des altitudes faibles devant le rayon de la Terre (z « R) on 
peut ecrire : 

G(z)~G 0 ( l-^)~g (2.21) 

Application numerique : Pour une altitude z = 32 km c’est-a-dire 
un rapport 2z/R T = 1/100, le champ de gravitation vaut celui a la 
surface de la Terre a 1 % pres. 

Champ de pesanteur et poids d'un corps 

— > 

Le poids P d’un corps de masse m correspond principalement a la 
force d’ attraction gravitationnelle qu’exerce la Terre sur lui. On peut 
ecrire : 

P = mg (2.22) 

Le champ de pesanteur g est un vecteur dirige suivant la verticale 
du lieu vers le centre de la Terre. Dans un volume restreint comme 
celui d’un laboratoire on peut considerer que le champ de pesanteur 
est uniforme (les verticales en differents points du lieu considere sont 
paralleles et la valeur du champ est la meme). 


L’intensite du champ de pesanteur depend du lieu sur Terre et de 
l’altitude. En France elle correspond a 9,81 m-s 2 . 

Le poids d’un systeme correspond a la resultante de toutes les 
forces qu’exerce la Terre sur les differentes parties constituant le 
systeme. Le point d’ application de cette resultante est le centre de 
gravite ou centre d’inertie G du systeme. 



Poids d’un corps P : 

• Point d’ application G 

• Direction : la verticale 

• Sens : vers le bas 

• Intensite ou norme : mg 

avec g « 9,81 m.s -2 


Figure 2.9 Poids ~P d'un corps de masse m. 

Dans toute experience realisee sur Terre, cette force interviendra a 
chaque fois qu’un bilan des forces sera effectue sur un systeme. 
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b) Les forces de contact 

Le systeme etudie etant defini, a chaque fois qu’il y a un contact avec 
un corps exterieur au systeme il y aura interaction done force exercee 
sur le systeme. 11 suffit done de faire le tour du systeme pour realiser 
un bon bilan des forces. Les differentes forces de contact sont : 

> Action R d’un support sur lequel repose le systeme et qui 
l’empeche de s’enfoncer. Cette action est souvent appelee reaction 
du support. 

> Forces de frottement avec le fluide (gaz ou liquide) dans lequel se 
deplace le systeme et qui s’opposent a se deplacement 

> Forces de frottement solide entre le systeme et le support 

> Force exercee par un ressort ou un til de liaison appelee tension du 
ressort ou du til. 

> Le point d’ application de ces forces se trouve sur la surface de 
contact entre le systeme et l’exterieur. Mais d’apres le theoreme du 
centre d’inertie l’etude du mouvement du centre d’inertie du 
systeme est le meme que celui d’un point sur lequel seraient exer- 
cees toutes les forces appliquees au systeme. Toutes les forces 
seront done representees au centre d’inertie G du systeme. 

Action du support ou reaction normale 

Considerons le cas d’un solide pose sur un support horizontal. 


R n > 



> 

n 

p > 

support 

f 


Systeme : 

Masse m. 

Centre d’inertie G 



— > 

Figure 2.10 Reaction normale d'un support R „ :ellecompenselepoidset 
empeche le systeme de s'enfoncer. 


> La force resultante de toutes les actions exercees sur la surface de 
contact du systeme est note R „ . 

> Le referentiel terrestre lie au support peut etre considere comme 

galileen. Les forces exercees sur le solide sont le poids P et la 

reaction R „ . L’ application du theoreme du centre d’inertie immo- 
bile sur le support donne : 
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> Le point G etant au repos, la reaction s’ oppose au poids et est done 
perpendiculaire au support. Elle permet de maintenir le solide en 
equilibre, sans qu’il s’enfonce (le support doit etre suffisamment 
resistant). 

Plus generalement, on appellera R „ la composante normale de la 
reaction d’un support sur le systeme. 

Forces de frottement visqueux 


Les forces de frottement visqueux correspondent a Paction d’un 
fluide qui entoure le systeme en mouvement par rapport au fluide. 


La force de frottement s’oppose au mouvement. Si le systeme etudie 
est un solide en translation, cette force est opposee au vecteur vitesse 
v du centre d’inertie du solide et est proportionnelle a la valeur de la 
vitesse. Pour de faibles vitesses, on peut ecrire : 

// = -Xv (2.24) 

avec L le coefficient de frottement, reel positif et v la vitesse du 
centre d’inertie par rapport au fluide. Le coefficient de frottement 
depend de la nature du fluide (de sa viscosite r|) et de la forme du 
solide en mouvement. Par exemple, pour une bille spherique de rayon 
r, on a : X = 6mr\r 



Pour des vitesses plus importantes, le frottement fluide devient proportionnel au 
carre de la vitesse et peut s'ecrire = -avv avec a un coefficient reel positif. 


Forces de frottement solide (forces de friction) 


Le frottement solide correspond a Paction d’un solide (le support) 
en contact avec le systeme etudie. 


Ces forces de frottement n’ existent que si : 

> Le systeme est en mouvement par rapport au support qui exerce les 
forces de frottement (frottement ou friction cinetique). Dans ce cas, 
la resultante des forces de frottement solide est une force qui 
s’oppose au deplacement du systeme. 

> Le systeme est immobile par rapport au support qui exerce les 
forces de frottement mais est soumis a des forces exterieures qui 
tendent a vouloir le deplacer (frottement ou friction statique). Dans 
ce cas, la resultante des forces de frottement solide est une force 
qui s’oppose a la resultante de ces forces exterieures. Elle est done 
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opposee au deplacement qu’aurait le systeme s’il n’y avait pas de 
frottement. 

^Dans le cas ou il existe des forces de frottement solide, la reaction 

R du support peut se decomposer en : 

> une reaction normale au support R „ qui empeche le solide de 
s’enfoncer et qui existe toujours tant qu’il y a contact. 

> une force f s = f sc (frottement cinetique) ou f s = j ss (frotte- 
ment statique) parallele a la surface du support, resultantes des 
forces de frottement. 


Systeme en mouvement : c 

Lorsque le systeme est en mouvement la resultante des forces de frot- 
tement prend une valeur maximale insuffisante pour maintenir l’equi- 
libre. Dans ce cas, on a : 


ou u r est une constante appelee coefficient de frottement ou coef- 
ficient de friction cinetique. cette constante depend de la nature des 
surfaces en contact. 


Figure 2.1 1 Representation de la force de frottement solide f s suivant le sens 
du deplacement de G. Les autres forces appliquees sur G ne sont pas repre- 
sentees. 


La reaction totale R = c fait avec la normale a la surface 

de contact un angle <J) (voir figure 2.11) tel que : 



(2.25) 




(2.26) 





(2.27) 
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Cette angle <E> est appele angle de frottement. 
Systeme en equilibre : frottement statique /Iv 


La resultante des forces de frottement s’adapte pour prendre juste 
la valeur necessaire pour maintenir 1’ equilibre et done empecher le 
mouvement. Elle est comprise entre 0 et la valeur maximale limite 
correspondant au debut du deplacement. 

Dans ce cas, on a : 

^ (2-28) 

K n 

^ Dans^ ces conditions, l’angle qp que fait la reaction totale 
R = R n + fss avec la normale au support est inferieur a Tangle de 
frottement <I>. 


f, 

tanqp = — < p c = tan<I> qp < <J> (2.29) 


En cas de frottement solide, la reaction totale R = R „ + ~f s d’un 
support est toujours incline d’un angle cp par rapport a la normale 
au support afin de s’opposer au deplacement possible du centre 
d’inertie du systeme. L’inclinaison qp est maximale lorsque le 
systeme est en mouvement (qp = <!> = arctaniq). 

En cas d’ absence de frottement (f’ s = 0 ), la reaction totale R 

— ^ 

correspond uniquement a la reaction normale R « du support e’est- 
a-dire qp = 0. 


Tension d'un fil et d'un ressort 

Lorsqu’un operateur tire sur une extremite d’un fil, l’autre extremite 
etant fixe, celui-ci se tend. Simultanement, le fil exerce une resistance 
e’est-a-dire exerce une action sur Toperateur (qui la ressent bien). 
Cette action du fil sur Toperateur est appelee « tension du fil ». Elle 
n’existe que si le fil est tendu sous l’effet d’une action exterieure. 

La tension du fil, notee T, est une force que le fil exerce sur ce qui 
le tend. Elle a pour direction la direction du fil, le sens oppose a 
Taction qui le tend et une intensite qui s’oppose a cette action. Si la 
tension devient trop grande pour le fil celui-ci casse. 
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Un operateur exerce une force F op 
qui tend le fil. Simultanement le fil 
exerce une action sur 1’ operateur appelee 
tension du fil T. D’apres le principe 
des actions reciproques on a : 



Figure 2.12 Tension d'un fil. 


Si on remplace le fil par un ressort, celui-ci se deforme sous 
1’ action de la force exercee pour le tendre. La deformation depend de 
la force. Dans ces conditions la tension du ressort depend de la defor- 
mation. 



K — > 

A / 


rowRjr 


> 


A / = allongement du ressort 

F : force exercee sur le ressort 
par un operateur 


L’intensite de la force est proportionnelle a 1’ allongement : 



= kM 


avec k : constante de raideur du ressort 


Figure 2.13 L'allongement d'un ressort est proportionnel a I'intensite de la 
force qui est exercee pour le deformer. 


Considerons un ressort a spires non jointives pouvant travailler 
aussi bien en compression qu’en etirement et un operateur exerg ant 
une force sur l’extremite libre du ressort, l’autre etant fixee sur un 
support (voir figure 2.13). On constate que I’intensite F de la force 
exercee pour deformer le ressort est proportionnelle a l’allongement 
A / resultant de cette action. La constante de proportionnalite, note k, 
est appele « constante de raideur » ou plus simplement « raideur du 
ressort ». Plus un ressort est « raide » (plus k est grand) et plus il 
faudra exercer une force importante pour realiser un meme allonge- 
ment. Son i rwerse 1 Ik correspond a l’elasticite du ressort. 

La tension du ressort est l’action du ressort sur l’exterieur et est 
done l’oppose de la force responsable de la deformation. Elle est done 
elle aussi proportionnelle a l’allongement du ressort. De plus cette 
force est une force de rappel e’est-a-dire qui cherche a ramener le 
ressort dans son etat au repos (etat naturel sans deformation). 
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Les notations utilisees habituellement et a connaitre sont les 

suivantes : 

> ressort a vide ou au repos : ressort ni comprime, ni etire (pas de 
deformation : 

> l a : Longueur du ressort au repos ou a vide 

>- / : longueur du ressort deforme 

> k : constante de raideur du ressort 

> A / : allongement algebrique du ressort c’est-a-dire la difference 
entre sa longueur / actuelle (ressort deforme) et sa longueur a vide 
l a . On a done : A / = l-l a . Cette allongement est positif si le ressort 
est etire et negatif s’il est comprime (voir figure 2.14 ) 

> u : vecteur unitaire dirige suivant le ressort et oriente de l’extre- 
rnite fixe du ressort vers l’extremite fibre susceptible de se deplacer 



Ressort comprime Ressort a vide Ressort etire 

(ni comprime ni etire) 


Figure 2.14 Representation de la tension d'un ressort lorsqu'il est comprime 
(a) ou etire (c). La figure (b) correspond au ressort non deforme (I'etat de refe- 
rence). Dans tousles cason peutecrire: ~T = -kAlu . 

Dans ces conditions 1’ expression vectorielle generale de la tension 
d’un ressort s’ecrit : 

T = -kAlu (2.30) 


Le signe negatif indique que la tension est une force de rappel. Si I'allongement est 
positif (etirement) alors la tension est opposee au vecteur unitaire. Pour un allonge- 
ment negatif (compression), la tension aura le meme sens que le vecteur unitaire. 

Pour reperer I'extremite libre du ressort on introduit tres souvent une abscissexsur un 
axe parallele au ressort.Suivant le choix de I'origine I'expression de I'allongement peut 
etre different (voir encart 2.1). II est done dangereux de retenir la definition de la 
tension avec la variable x. 
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Encart2.1 La tension d'un ressort 



a vide avec une masse quelconque 

Figure 2.15 Expression de la tension ~T d'un ressort en fonction de 
I'abscisse x pour differents points origines. 

Considerons le cas classique d’une masse accrochee a un ressort. 
On tire sur la masse et on la lache. On cherche a exprimer la tension 
a un instant quelconque (schema (c ) figure 2.15). 

> Dans tous les cas on a : T = -kAl~u = -k(l-l 0 )u 

Sur un axe vertical dirige vers la bas (vecteur unitaire ~u , voir 
figure) on peut reperer le point materiel M par son abscisse OM = x. 
Suivant le choix de l’origine O la tension s’ecrit : 

> Origine O en Oj (extremite fixe du ressort (c)) OjM = x 

T = -k(x - l a )u 

> Origine O en 0 2 (extremite mobile du ressort a vide (a)) 
0 2 M = x 

T = —kxu 

> Origine O en O , (position de la masse m a l’equilibre (b)) 
O^M = x 

T = -k(Al e + x)~u 
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POINTS CLEFS 


a) A retenir 

>- Premiere loi de Newton : principe d'inertie 

Dans un referentiel R galileen, le centre d'inertie de tout systeme materiel 
mecaniquement isole est soit au repos, soit en mouvement rectiligne uni- 
forme. 

>- Definition d'un referentiel galileen 

Tout referentiel pour lequel le principe d'inertie est applicable (ou plus 
generalement les lois de Newton). 

>- Deuxieme loi de Newton : principe fondamental de la dynamique 

Dans un referentiel galileen, la somme des forces exterieures appliquees a 
un systeme est egale a la derivee du vecteur quantite de mouvement du 
centre d'inertie de ce systeme c'est-a-dire du produit de la masse de ce 
systeme par le vecteur acceleration du centre d'inertie du systeme. 


> Troisieme loi de Newton : principe des actions reciproques 

Lorsque deux systemes S, et S 2 sont en interaction, quel que soit le refe- 
rentiel d'etude et quel que soit leur mouvement (ou I'absence de mouve- 
ment), I'action du systeme S-, sur le systeme S 2 est exactement opposee a 
I'action du systeme S 2 sur le systeme 5,. 

>- Moment cinetique et theoreme du moment cinetique 


Dans un referentiel galileen, la derivee du moment cinetique par rapport a 
un point fixe 0 d'un point materiel est egale a la somme des moments des 
forces exterieures appliquees a ce point. 


>- Les forces 

Forces a distance (poids d'un corps, force de gravitation etc.) et forces de 
contact (tension d'un fil ou d'un ressort, reaction d'un support avec ou 
sans frottement solide, frottement solide) 

Les principales forces habituellement rencontrees sont : 

• Poids d'un corps applique au centre d'inertie du corps. Cette force est 

verticale dirige vers le bas: = mg ou g represente le champ de 

pesanteur a la surface de la Terre 



( 2 . 12 ) 



(2.13) 



(2.16) 
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•Tension d'un ressort : force de rappel : = -kMu 

La grandeur \l represente I'allongement algebrique du ressort (a ne pas 
confondre avec la longueur du ressort) c'est-a-dire la difference entre la 
longueur finale et la longueur a vide. Le vecteur u est un vecteur unitaire 
dirige de I'extremite fixe vers I'extremite mobile du ressort. 

• Frottement fluide:/v = (s'oppose a la vitesse) 

• Reaction normale d'un support : (force perpendiculaire au support 

et vers I'exterieur du support) 

• Frottement solide : f s < \xR„ ou p est le coefficient de frottement qui 
depend de la nature des surfaces en contact. L'egalite a lieu lorsque le cen- 
tre d'inertie du systeme se deplace. 

b) Methode de resolution d'un probleme de mecanique 

>• Preciser le systeme 

II est important de bien definir le systeme pour pouvoir ensuite faire un 
bilan correct des forces que I'exterieur au systeme exerce sur celui-ci. En 
general, cela se reduita un point materiel caracterise parsa masse m. Dans 
le cas d'un solide en translation, on se ramene a I'etude d'un point qui cor- 
respond au centre d'inertie G du solide. Faire un schema. 

>- Preciser le referentiel 

II faut etre precis sur le choix du referentiel. Ceci est important d'autant 
plus que dans certains cas il peut y avoir plusieurs choix possibles. II faut 
verifier que le referentiel est bien galileen pour pouvoir appliquer les lois 
de Newton. Le plus souvent I'etude se fait dans le referentiel terrestre en 
general galileen pour une tres grande partie des problemes de mecani- 
que. Le referentiel peut etre defini aussi a partir d'un repere donne. 

>- Faire un bilan de toutes les forces exterieures appliquees au systeme (les 
representer sur un schema clair) 

Cette etape est tres importante car si elle est mal faite tout le reste sera 
faux. Pour faire ce bilan il faut enumerer les forces en commengant par les 
forces a distance (en general il y a le poids du systeme) puis les forces de 
contact. Pour ces dernieres, il suffit de faire le tour du systeme (d'ou 
I'importance de I'avoir bien defini) et de savoir qu'a chaque fois qu'il y a 
contact il y a force. On rencontrera done habituellement les forces de frot- 
tement, la tension d'un fil ou d'un ressort lie au systeme et la reaction du 
support. II est important de faire un schema clair sur lequel apparaitront 
les differentes forces appliquees au centre d'inertie du systeme. 

>- Appliquer les lois de Newton et en particulier le principe fondamental de 
la dynamique ou le theoreme du moment cinetique. Le principe fonda- 
mental de la dynamique est une equation vectorielle. 
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>- Choix d'un repere et d'une base d'etude pour la projection du principe 
fondamental de la dynamique. On obtient alors 3 equations differentielles 
definissant les composantes du vecteur acceleration. 

>- Resolution du probleme : on est ramene a un probleme de cinematique : 
determination de la vitesse et de la position du centre d'inertie du sys- 
teme. On peut alors repondre a toutes les questions posees. 


c) Exemple : le pendule simple 


Un pendule simple est constitue d'une masse m consideree ponctuelle fixee a 
I'extremite libre M d'un fil (I'autre 0 etant fixe par rapport a la Terre). La longueur du 
fil est /. 


Determiner la position d'equilibre du systeme 

On ecarte la masse de sa position d'equilibre et on la lache sans lui donner de 
vitesse (vitesse initiale nulle).Etudier le mouvement de la masse 
Resolution : 


Le systeme est le point materiel M de masse m. 

Le referentiel est le referentiel terrestre galileen dans lequel le point 0 est fixe. 
Bilan des forces exterieures appliquees sur M : 

Le poids = mg (force a distance) et une seule force de contact la tension ~f 
du fil (voir figure 2. 16). 


L'enonce ne precise pas s'il existe des forces de frottement. Dans ce cas on les neglige. 



Figure 2.16 Le pendule simple en equilibre (a) et en mouvement (b). 
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Le principe fondamental de la dynamique applique au systeme conduit a : 

P + P = (ill ou if estlevecteur acceleration du point M. 

a) Position d'equilibre (voir figure 2. 16 (a)) : P = P 

P + P = P^P = -P = - m f 

La tension du fil a la meme direction que le poids de M. Dans la position d'equilibre 
le fil prend done la direction verticale 

b) En mouvement (voir figure 2.16 (b)) : 

L'equation traduisant le principe fondamental de la dynamique est une equation 
vectorielle. II est necessaire de choisir une base pour projeter cette relation. La 
trajectoire de la masse correspond obligatoirement a une portion de cercle de 
centre 0 et de rayon /. Le systeme de coordonnees polaires est done bien approprie 

et la base utilisee sera ( P p , « 0 ) . En exprimant le vecteur acceleration dans cette 
base (voir chapitre cinematique) on peut ecrire : 

P + P = mP = m{-lQ 2 ~li f + lQ~u q) 

En projection sur les vecteurs de base, le poids et la tension s'ecrivent : 

~f = -Tu p avecElanormedu vecteur tension 
Composante du poids suivant ft p : 

~P ■ ~Up = PcosB = MgCOS0 
Composante du poids suivant u s : 

P ■ ~tid = Pcos^5 + oj = -wgsinB 
On peut aussi ecrire les composantes sous forme de colonne : 


/+7KgCOS0N 

f(~ T ) 

mP 

\-/Mgsin0' 

vo/ 

V m/Q ) 


[mgcosO-P = -mlQ~ (2 31) 
l -mgsinQ = mlQ 

De la seconde equation, il est possible d'ecrire l'equation differentielle du mouve- 
ment de la masse m: 

0 + s s i n 0 = 0 

Cette equation est une equation differentielle non lineaire a cause de la presence 
du terme en sinus. La solution n'est done pas facile a obtenir sauf si dans certaines 
conditions l'equation peut etre assimilee a une equation lineaire. Cette condition 
est satisfaite dans le cas ou I'angle 0 est petit e'est-a-dire lorsque le sinus est assi- 
milable a I'angle. Dans ce cas, l'equation differentielle devient: 

0 + |e = 0 
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En posant a) 2 = la solution de cette equation s'ecrit: 

0 = 0 m sin(aU + cp) 

(.'equation differentielle precedente aurait pu etre obtenue directement par le 
theoreme des moments calcules en 0 soit : 

= itpA{-rdp) = 

M 0 ( ~P) = OM = /7f p A(»;gcos0 u p - mgsinB ~ uq) 

M 0 { ~P) = -m gl smQ (~u pA~u q) = -mghmQ^u z 

~to = OMAmv = lu pAmlQlu d = ml 2 Q^u : 

Theoreme du moment cinetique : 

^L£. = ml~Q~u z = V A? 0 (?L) = -mghmQ~u? 

at Lj 

/ 2 0 = -g/sin0 =^> 0 + |sin0 = 0 

De la premiere equation (2.31) on tire I'expression de la tension T en fonction de 
I'angle 0(r) : 

mgcosB - T = -mlQ 2 => T = m[gcos0 + /0 - ] 


EXERCICES 


Strategic pour resoudre les problemes de dynamique 

1) Definir le systeme mecanique a etudier. 

2) Definir le referentiel d’etude. 

3) Faire le bilan des forces. 

4) Definir les inconnues 

5) Etablir les relations qui pourraient exister entre ces forces. 
Exemple : ||/^|| = pJ|r,J 

6) Appliquer le principe fondamental de la dynamique (PFD). 

7) Definir le repere d’etude approprie pour projeter le PFD sur les 
differents axes et etablir ainsi des relations entre les forces. 

8) Resoudre le probleme. 

9) Verifier le sens physique de la reponse. 


84 


Chapitre 2 • Lois de Newton et Forces 


2.1 Utilisation des vecteurs en mecanique 



Soit la base orthonormee ( u x , u y , u z ) associe au repere ( O , x, y, z). 
On considere une force F representee par le vecteur F de norme 
P|| = F = 3N. 

1) Donner en utilisant le produit scalaire, les coordonnees du vecteur 
F dans la base (u x , u y , u z ). 

2 ) On veut calculer le moment M a (F), par rapport au point O, de la 

force F appliquee en un point M, dont les coordonnees dans le 
repere ( O , x, y, z) sont (-1 ; 2; 1) (unite m). 






Sachant que M a (F) = OM a F , calculer les coordonnees de 
M 0 (F) dans la base ( u x , u y , ~u z ) . 


3) En deduire l’angle entre OM et F 


4) Comment peut-on verifier que OM a F est perpendiculaire a F ? 


Reponses : 2) {2,6 ; -1,5 ; 5,1 } ; 3) 55° 

2.2 Hockey sur glace 

Quelle est la maniere la plus efficace pour envoyer le plus loin possi- 
ble un palet de hockey sur glace : 

a) En le jetant en l’air (en supposant qu’une fois arrive au sol, il ne 
glisse pas sur la glace) ? 

b) En le faisant glisser sur la glace ? 

La vitesse initiale du palet (v„) sera identique dans les deux cas. 
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Pour le cas a) : 

On negligera les frottements du palet dans Pair. Pour repondre a cette 
question, on determinera la distance maximale atteinte par le palet 
lorsqu’on lance le palet avec une vitesse initiale v a faisant un angle a 
avec l’horizontale. 11 faudra done determiner Tangle a permettant 
d’atteindre la distance maximale. 

Pour le cas b) : 

On prendra un coefficient de frottement entre la glace et le palet 
u c = 0,02. Puis on determinera la distance maximale atteinte par le 
palet lorsqu’il glisse sur la surface de la glace. 

2 2 

V V 

Reponses : a) x m = — — ; b) x m = — 

2 T C & S 

2.3 Mode d’emploi d’un casse-noix 

Vous avez certainement remarque que pour utiliser un casse-noix 
(schematise sur la figure ci-dessous), il faut tout d’abord placer la 
noix entre les bras du casse-noix. Ensuite il faut serrer (diminuer 
Tangle a) jusqu’a atteindre un angle a c pour lequel la noix s’immobi- 
lise. En effet, avant d’atteindre cet angle critique la noix glisse entre 
les bras du casse-noix. Une fois la noix immobilisee vous pouvez 
serrer les bras du casse-noix et casser la noix. 



Sachant que pour le casse-noix de T experience, le coefficient de frot- 
tement entre la noix (qui a un diametre de R = 3 cm) et un bras du 
casse-noix est de p c = 0,3 et que le poids de la noix est negligeable 
devant les autres forces, determinez a c . 

Reponse : a c = 33° 

2.4 Tarzan 

Tarzan qui a une masse m = 80 kg se saisit d’une bane attachee a un 
point O et de longueur L = 4 m. Au depart la bane fait un angle 0 O par 
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rapport a la verticale Ox. A l’instant / = 0, Tarzan saute dans le vide, 
sans vitesse initiale. Dans tout ce probleme, on negligera les forces de 
frottements dues a l’air. On prendra 0 o = -8° (le sens positif est le 
sens trigonometrique). 

a) En utilisant le principe fondamental de la dynamique, donner 
1’ equation differentielle du mouvement en fonction de 0 et ses deri- 
vees par rapport au temps. 

b) Resoudre cette equation dans le cas ou on considere que les valeurs 
de 0 restent faibles. 

c) En deduire la nature du mouvement et tracer Failure de la courbe 

0 =./«. 

d) Calculer la periode des oscillations, et en deduire la position 
de Tarzan (en degres) 9 s apres qu’il ait saute ? (on prendra 
g = 9,8 1 m • s -2 ) 

Reponse : d) T= 4 s. 

2.5 Chute de grele 

Les grelons sont des particules de glace dont les chutes en tres grand 
nombre depuis certains nuages constituent la grele. On a mesure 
experimentalement leur vitesse a l’arrivee au sol (v s ). Cette vitesse 
varie, en fonction de la masse du grelon, entre v s , = 1 5 et 
v s - 100 km-h _1 . 

On cherche a connaitre le modele mecanique permettant d’expliquer 
ces valeurs. Pour cela, on modelise le grelon par une boule de glace 
(densite de la glace: p glace = 917 kg-m 3 ) de rayon R = 5 mm qui chute 
d’un nuage situe a une altitude h = 1500 m. On prendra g = 9,8 1 m- s -2 
On prendra un axe Oz descendant tel qu’a t = 0 : z = 0 et v = 0. 

On teste alors trois modeles mecaniques differents : 

1) On neglige les forces de frottement fluide dues a Fair. 

a) Determiner v =/(?) et z 

b) Calculer t c la duree de la chute et en deduire v r 

c) Conclure sur la validite du modele. 

2) On considere une force de frottement fluide due a Fair de la forme 
/ = -av avec a = 6nRq air ou R est le rayon du grelon et 
q air = 1,8.1 0 -5 kg-m _l -s _1 est la viscosite del’air. 

a) Etablir l’equation differentielle en v(t). 

b) Resoudre cette equation et donner v =f(t). 

c) Montrer que le grelon ne peut depasser une vitesse limite v, que 
l’on calculera. 
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d) Determiner L equation z =.f(t). 

e) La fonction z = f(t ) est tracee sur le graphique de la figure ci- 
dessous. Determiner une valeur approchee de t c et en deduire v s . 

f) Conclure sur la validite du modele. 



t [s] 


3 ) On considere une force de frottement fluide due a l’air de la forme 
/ = — (3 v v avec |3 = 0,225 Jt7Cp ail . ou R est le rayon du grelon et 
p air = 1,6 kg-m -3 est la densite de l’air. 

a) Etablir l’equation differentielle en v =f(t). 

b) En posant w(z) = v 2 (z) montrer que l’equation precedente 

. . 1 dw , R 

v = j(t) peut s ecnre : + '—w = g. 

2 dz m 


On rappelle ici que pour une fonction u =f(z(t)) : — = 

d t dzdt 

c) Resoudre cette equation differentielle et en deduire l’equation 

v =f(z). 

d) Montrer que le grelon ne peut depasser une vitesse limite v, que 
l’on calculera. 

e) Calculer v s . 

f) Conclusion. 

Reponses : 1) v 5 = 171,5 m-s _1 ; 2 ) v 1 = 167 m-s _1 ; 3 ) v s = 12,9 m-s _1 
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SOLUTIONS 


2.1 Utilisation des vecteurs en mecanique 

a) On utilise la relation vue dans l’exercice 1.1 sauf qu’ici la base 
comporte 3 vecteurs unitaires. On a done dans la base ( u x , u y , u -) : 



F = 


/■st -» \ 

b ■ n j 

b ■ u } 
\F ■ u : ) 


'm 

f| 


II 


— f II / jA \\ 

w x ||cos( F, u x ) 

|| Wj;||COS( t , Uy) 

| m z |cos(F, ~u : )j 


/'3.1.cos(jt/2 + a)\ 
3.1.cos(jt - a) 


/-3sina\ 

-3cosa 


\ 3.1.cos(jt/2) 

/ \ 

0 

V 

/-3sin30°' 


/ -3(1/2) 


/-i,5\ 

-3cos30° 

- 

-3(73/2) 

= 

-2,6 

\ 0 ) 


\ 0 ^ 


l 0 / 


/-3sina\ 
-3cosa 
0 - 


F = 


b) La premiere chose a faire ici est de determiner les composantes du 

vecteurs OM dans le repere (O, x, y, z). Connaissant les coordonnees 
des points 0(0; 0; 0) et M{- 1; 2; 1) on obtient pour les composantes 

de ~OM : 


OM = 

f X M~ X o \ 


(- 1 - 0\ 


/— i\ 

yM-y a 

= 

K> 

1 

O 

= 

+2 


\ Z M~ Z oj 


W -0 / 


1+1/ 
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Produit vectoriel : 

Soit deux vecteurs U et V dont les composantes dans une base 


(»!, Uy, ~u : ) sont U = 


'u; 

— ) 

(K 

U y 

et V = 

V y 

\u :/ 




Le resultat du produit vectoriel U a V est un vecteur note W . On a 
done : 


W = U a F = 


(u; 


(K 



Uy 

A 

V y 

= 

w > 

[Uz, 




Wz) 


Pour calculer le premier terme W x on « elimine » la premiere ligne et 
on applique la regie du y (gamma) : 




u- 






\K, 


(w\ 


\ / 


W x = u y v z -u z v y 


De meme pour le terme W, on elimine la 3 e ligne : 


(UkjV.\ 

< X > T 


u„ 


\U Z , 


-y 


\ v -J 


t \ 


\Wj 


w z = U x Vy-U y V x 


Pour le terme W on elimine la 2 e ligne mais avant de faire la regie du 
gamma on reporte les valeurs de la premiere ligne en dessous de la 3 e 
ligne : 


(U\ 

^ X 

~Eh, 


\U Z , 


(V\ 


\V Z , 


m 

U y 


<V X \ 

V y 

■V. 


W v = U z v x -u x v z 


\ z) 

,<Sv 
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Finalement : 


W = U aV = 




(V x \ 




U y 

A 

V y 

= 

Wy 

= 



W 


W 

V 


1 w = U V -U v\ 

TT x y r z z y 

w„ = u^-uv 




Ainsi on precede de meme pour calculer M a (F) : 




M a (F) = OMkF = 


/-1\ 


/-1,5\ 

+2 

A 

+2,6 

v+1/ 


l 0 / 

■2,6 

\ 


1 '(-1,5) -1,0 
V(-l) • (2,6)-2 (-1,5)/ 


'+ 2 , 6 ' 

-1,5 

1+5,1/ 


c) Connaissant les composantes du produit vectoriel OM a F on 
peut en calculer sa norme : 


OMr\ 


f|| = a/2,6 2 + (—1,5 ) 2 + 5,1 2 = 5,9 


N-m 


Par definition || OM k F|| = || OM || • ||F|| • sin( OM, F) avec 
p|| = F = 3N et Ml = V(- 1) 2 + 2 2 + l 2 = 76 = 2,6 m on 


obtient : 




sin( OM, F) = 


5,9 


5,9 


OM 


P 2,4-3 


= 0,8053 c’est-a-dire 


( OM, F) = 53,64° 


d) 11 suffit de montrer que le produit scalaire ( OM a F) ■ F = 0 : 



'+2,6' 


/-l,5\ 

F = 

-1,5 

1+5,1/ 


-2,6 
l 0 / 


= 2,6 • (-1,5) + (— 1,5)(— 2,6) + 5,1 • 0 = 0 


Solutions 
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2.2 Hockey sur glace 

a) Distance maximale atteinte par le palet lorsqu’on lance le palet 
dans l’air avec une vitesse initiale v 0 faisant un angle a avec l’hori- 
zontale. 

Systeme = palet 

Referentiel = referentiel terrestre galileen 

Forces appliquees au systeme : uniquement le poids P (on neglige 
les forces de frottement de Fair) 

Principe fondamental de la dynamique : 

~n ^ 

P = m g = m a => a = g 

Projection sur Ox ( axe horizontal) et Oy (axe vertical vers le haut) : 
Conditions initiales : jc( 0) = y(0) = 0 et v 0 = (cosa)I/. v + (sina) ~u y 


—y 

o 

II 

II 

* 

Q 


' v x = x = v 0 cosa ' 

a = 

[a v = y = -gj 

=> v - 

\Vy = y = - gt + v 0 sina/ 


On en deduit les equations horaires : 


=> ~OM 


/ x = (v 0 cosa)i \ 
y = -^gC + (v 0 sina)i 



Pour calculer la distance parcoume par le palet lorsqu’il touche le sol 
on impose y = 0 et on calcule le temps t de vol du palet. 

2v„sina 

v = 0 => t = — " 

g 

On reintroduit ce terme dans F equation donnant la distance x(t) 
parcoume par le palet : 

2 • 2 • 

2v"cosasma v„sm2a 

x = v„cosai = 


g 


g 
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Cette expression montre que la distance parcourue par le palet est 
fonction de 1’ angle a. La distance parcourue par le palet sera maxi- 
male pour sin2a maximal c’est-a-dire egal a 1. On a done : 

x = x ma maximale => sin2a = sin2a m = 1 
=> 2a = ^ => a =45° 

2 m 

On peut alors calculer la distance maximale du lancee pour a m = 45° : 
v _ v;sin(2aj _ v 2 Q 

^ ma 

g g 

(cette distance est atteinte uniquement si on jette le palet avec un 
angle de 45° par rapport a la surface du sol). 

b) Distance maximale atteinte par le palet lorsqu’on fait glisser le 
palet sur la glace en lui donnant une vitesse initiale v Q . 

Systeme = palet 

Referentiel = referentiel terrestre galileen 

Forces appliquees cm systeme : le poids P , la reaction du sol R « et 
la force de frottement solide / . 




O 



Principe fondamental de la dynamique : P + f + R n = m a 
Projection sur Ox et Oy : 

{ -/ = ma x = mx 
R n - mg = ma v = my = 0 

Equations auxquelles il convient d’ajouter la relation entre/et R n : 

/= eA 

Sachant qu’il n’y a pas de mouvement suivant y on a a Y = 0, c’est-a- 
dire : 

R„ = mg =>/ = p c R n = \x c mg n 
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La relation fondamentale de la dynamique projetee sur l’axe Ox 
devient : 


-/ = -\x c mg = mx => x = -p c g 
On en deduit alors la vitesse du palet suivant l’axe Ox : 
Avec a t = 0, v x = v a on a v x = x = -p c gi + v 0 
Et le deplacement suivant Ox (avec at = 0,x = 0) : 

1 2 

* = ~2^ cgt + V- 


Pour determiner la distance maximale atteinte par le palet il faut 

dx 

calculer la date t = f pour laquelle — = x = v x = 0 (le palet 

d t 


s’arrete). 


v x = 0 = -n c gt m + v a => t m 




En reintroduisant t m dans l’equation du deplacement selon l’axe Ox 
on obtient la distance maximale x mb parcourue par le palet : 


1 2 

X mb = ~2 Vcgtm + V o t n 


■ X mb = -\Vcg-^ L -, + V l ,— 

2 M v c g 


2 

1 Vp 

2 V c g 


Conclusion : 

2 

V 0 

X _mb = ^cg = J_ = 1 = 25 

X ma vl 2 E c 2-0,02 

g 

On peut en conclure que faire glisser le palet sur la glace permet 
d’atteindre une distance 25 fois superieure a celle atteinte si on le 
lancait dans Pair. 

Remarque : ce resultat reste valable tant que le coefficient de frotte- 
ment (qui ne depend que des interactions surface du palet et surface 
de la glace) reste inferieur a 0,5. 


2.3 Mode d’emploi d’un casse-noix 

Systeme : noix 

Referentiel : terrestre galileen (O, x, y ,z) 
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Forces appliquees au systeme : le poids P negligeable, les reactions 
normales aux bras du casse-noix R „ \ et R n2 et les forces de frotte- 
ments entre les bras du casse-noix et la noix f\ et ~f 2 ■ 



Principe fondamental de la dynamique : 

P + R n 1 + J\ + Rn2 + J 2 = m a 
Pour des raisons de symetrie on peut ecrire : 

lentil = II^JI = R n ; ll/i II = 1/2 II =/ et f=[i c R n (la noix 
glisse) 

La projection sur Ox et Oy donne : 

'ma x = mx = -/ 1 cos(a/2) + i? nl sin(a/2) -/ 2 cos(a/2) + i?„ 2 sin(a/2) 
,ma y = my = -/jsin(a/2) + i? nl cos(a/2) -/ 2 sin(a/2) + R n2 cos(a!2) 


C’est-a-dire 


'mx 

\ 


- 2/cos(a/2) + 2i?„sin(a/2) 
my = 0 


et avec /= 


'mx = 2i? n [sin(a/2) - p c cos(a/2)] 
v y - 0 

On en deduit que pour que la noix soit immobile il faut a x = 0, c’est- 
a-dire : 

mx = 0 = 2i?„[sin(a c /2) - p e cos(a c /2)] 

=> (sin(a c /2) - p f cos(a c /2) = 0) 


Solutions 
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sin(a /2) 

Done : p = = tan(a 72) a = 2arctanp 

cos(a c /2) 

a c = 2arctanp c 

A.N. : pour p c = 0,3 on obtient a c = 33,4° 

Remarque : 1’ angle a c ne depend pas de la taille de la noix. 

2.4 Tarzan 

a) Systeme : Tarzan assimile a un point de masse m. 

Referentiel : terrestre galileen 

Forces appliquees au systeme : le poids P , la tension T de la liane. 
Principe fondamental de la dynamique : P + T = m~a 



Choix du repere : systeme d’axe (O, x, y) (voir schema). Le mouve- 
ment de Tarzan etant circulaire ( L = OM = constante) le systeme de 

coordonnees polaires (p = L, 0) avec la base (u p , ~uq) est plus appro- 
prie. 

Projection sur ~u p ,~uq : 

— ^ ^ ^ 

ma p = P ■ u p + T ■ Up = mg cos0 - T 
ma e = P ■ ~u e + 7 ' • u e = - «7gsin0 - 0 

On sait qu’en coordonnees polaires, l’acceleration d’un objet a pour 
expression: ~a = a p ~u p + a B ~ue = (p — p0 2 )tf p + (2p0 + p0)7fe 
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Icip = Z=>p = p = 0 et 1’ expression de 1’ acceleration devient : 

a = flpMp + fl 0 Me = -L 0 Up + Ldue 
On en deduit les relations suivantes : 

jmgcosQ-T = -mLQ 2 Jgcos0 - ( Tim) = -LQ 2 
[ -mgsinO = mLQ [ -gsinO = Z0 
La premiere relation n’est pas utile car on ne connait pas la valeur de 

1 j|| = T . En revanche la deuxieme relation nous permet de repondre 
a la question c’est-a-dire donner une equation differentielle en 0 : 

-gsin0 = LQ 0 + ^sin0 = 0 

b) L’ equation differentielle precedente n’a pas de solution triviale, en 
revanche lorsque 0 reste faible on peut simplifier cette equation. En 
effet, si 0 est suffisamment « petit » alors on peut dire que sin0 « 0 
(developpement limite au premier ordre). L’ equation differentielle du 
mouvement devient alors : 


0 + co 0 = 0 avec co = f 




C’est l’equation differentielle de l’oscillateur harmonique. On sait 
que la solution de cette equation differentielle du second ordre sans 
second membre est de la forme : 0 = 0 m cos(to/ 1 + qp) ou Q m et qp 
sont des constantes qui se determine a partir des conditions initiales. 


On a : 0 = 0 m cos(toi + qp) => 0 = -0 m cosin(cot + qp) 


Pour t = 0 on a 0(0) = 0 O et v(0) = L0(O)« e = O^>0(O) = 0 
On obtient le systeme d’ equation suivant : 

0 O = 0,„cosqp (1) 


0(0) = 0 = -0 m cosinqp (2) 

De 1’ equation (2) on tire : sinqp = 0 car on sait que co ^ 0 et que si 
0 m = 0 alors il n’y a pas de mouvement. 
sinqp = 0=>qp = 0oujt 

La relation (1) permet alors de determiner la constante 0 m : 

0 O = 0 m cosO = 0 m ou 0 O = 0 m cosn = -0 m . 


Solutions 
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En choisissant la solution correspondant a une amplitude 0 m > 0 on a : 

0 = e o cos(Jit) = 0(0 = - 8 ° C0S (Jf ? ) 

Remarque : les deux solutions possibles sont identiques : 

0 = 0 o cosa)t = -0 o cos((x)? + it) soit : 

0 = -8°cosa )t = 8°cos(<xd + it) 

c) Le mouvement est done un mouvement oscillatoire non amorti. 

Le trace est le suivant : 



t[s] 


Remarque : l’amplitude maximale des oscillations est egale a 0 m = 8° 
(l’ecart angulaire initial). 

d) La periode des oscillations est donnee par la relation a connaitre : 



En 9 s Tarzan aura eut le temps de faire 2 oscillations completes plus 
un quart d’oscillation. 

En effet : 2 T + 774 = 9 s. Tarzan se trouvera done a la position 0 = 0° 
(voir le trace de la courbe 0 =f{t)). 

2.5 Chute de grele 

Systeme : le grelon 

Referentiel : terrestre et galileen 

Repere : Oz oriente vers le bas, vecteur unitaire u z 
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1)a) Forces appliquees : le poicls P = mg = mgu z 
Principe Fondamental de la dynamique : 

P -mg — m a => a = g . 

Projection sur Oz' a = z = g 
On en deduit 1’ expression de v : 

z = g => z = v = gt + cte 

Avec les conditions t = 0, v(0) = 0 la constante d’integration est 
nulle : 


z = v = gt 

De meme on en deduit 1’ expression de z : 

1 2 

z - v = gt=> z = -gt + cte 

Avec les conditions t = 0, z(0) = 0 la constante d’integration est nulle : 



b) La duree t c de la chute correspond a z = h: 



On en deduit v s 



A.N. : t„ = 


'2.1500 


= 17,5 s et v„ = 72.9,81.1500 = 171,5 m-s" 1 


9,81 

v s = 617,6 km-lr 1 

c) La vitesse v s est trop grande : le modele n’est pas valide. 

2)a ) Forces appliquees : le poids P = mg = mgu z et la force de 


-a v . 


frottement fluide / = -c 
Principe Fondamental de la dynamique : 


P+? = 


m a => m a - mg - a v . 


Solutions 
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Projection sur Oz : 


dv a 


a 


ma = mg - av => a = — = g v 

at m 


m 



b) L’ equation precedente est une equation differentielle du premier 
ordre avec second membre. Pour la resoudre on applique la methodo- 
logie suivante : 


Resolution d’une equation differentielle avec second membre 

1- Resoudre L equation differentielle sans second membre (SI) 

2- Trouver une solution particuliere a V equation avec second 
membre (S2). Remarque : si le second membre est constant la 
solution particuliere est une constante simple a determiner. 

3- La solution generate de L equation avec second membre sera 
S = S1 +S2 

4- Determiner les constantes en utilisant les conditions particulie- 
res (qui sont souvent les conditions initiates) 

5- Donner la solution complete. 

En utilisant la methode precedente on a : 

1- Resoudre E equation differentielle sans second membre (SI) 


La constante d’integration C peut toujours s’ecrire : C = InK ou K est 
une constante d’integration. On a alors : 


— + — v - o => — 


d t m dv 


m 


On peut alors integrer cette equation : 




m 


D’ou : 


v = Ke m (SI) 
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2- Solution particuliere a [’equation avec second membre (S2) . 
En posant v = v„ = constante, on obtient : 


dv a 

+ —V = 2 

A* *0 6 


a 


0 + - V o = g- 


v 0 = '^ (S2) 
a 


d t m ~ ~ m 

3- Solution generate de Inequation avec second membre (SI + S2) 


-“t 

v = Ke + v 0 

4- Determination des constantes 
On a : a f = 0, v = 0 d’ou : 


v(0) = Ke° + v a = 0 => K = -v 0 
5- Solution complete 


v 


-v„e 


+ v„ 


1 - e 


avec v 0 


mg 

a 


c) v , = limv(t) = v Q = — 

/ -» 00 CL 

4 3 

A.N. : m = p glace F = -jt R p glace et a = 6jti?r| air 

= mg = 2j?2 Pgiacc g = 2.(5.10~ 3 r.917.9,81 = 2777m . s -i 
“ 9l 1air 9.1,8.10 5 

- 1000 km-h- 1 . 

On a: m = ^i? 3 p glace = |n(5 ■ 10~ 3 ) 3 ■ 917 =4,8.10- 4 kg 

et a = 6 jt- 5- 10 -3 -0,01 8 = 1,7- 10 6 kg-s" 1 . 

La vitesse limite est superieure aux vitesses v v mesurees 


d) z = J v,\ 1 


-—A 


- e 


mv 


d t = v,t + — -e m + Cte 
a 


On a : a t = 0, z = 0 done : 


, mv, o mv, 

z( 0) = 0 = 0 + — -e + Cte => Cte = - — ' 
a a 


mv j T n ' mv, m p 

z = v,t + — e - — = — £ 
a a a 


- 

( --b 

- 

m 

i m 

1 - e 


t- — 


a 

l J 



_ 
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e) On voit sur la courbe (voir figure suivante) qu’il faut environ un 
temps t = 17,7 s pour parcourir h = l 500 m. 

Pour t c « 17,7 s on a : 


> 

II 

> 

l -~‘c\ 

1 m 

1 - e 

= V, 

/ 

1 - exp 


\ J 


\ 


-6 


1,7 • 10 
„ „ , 


17,7 


v s « 0,06V, = 167 m-s -1 = 600 km-lr 1 



t[s] 


f) Une fois encore la vitesse au sol est trap importante, ce modele 
n’est done pas valide. 

3 ) On considere une force de frottement fluide due a Pair de la forme : 

/ = -|3vv avec (3 = 0,225 x jti? 2 p air ou R est le rayon du grelon et 
p air = 1,6 kg-m 3 est la densite de Pair. 


a) Forces appliquees : le poids P = m g = mg u z et la force de 

frottement fluide ~f = -|3vv avec (3 = 0,225jt7? 2 p air (R est le 
rayon du grelon et p air =1,6 kg-m -3 est la densite de Pair). 

Principe Fondamental de la dynamique : 

— > n 

P + j = m a => m a = m g - pvv . 

Projection sur Oz : 

a 2 dv , (3 2 

ma = mg— pv — + — v = g 
d t m 
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Cette equation est une equation differentielle du premier ordre avec 
second membre. Cependant sa resolution est plus complexe qu’a la 
question 2 ). 

b) On peut considerer la vitesse v comme une fonction de la variable z 
elle-meme fonction du temps t. 

La derivee de v par rapport a au temps t s’ecrit alors : 

dv _ dvdz _ ^dv 
d t dzdt dz 


De plus : avec w(z) = v 2 (z ) on a : — = 

dz dz 


Done : 


2 


dv 

v — 

dz 


Finalement : 


v dv _ Id w _ dv 
dz 2 dz dt 


dv fi 2 
+ L V =g = 

dt m 


1 d w R 

+ '—w = s 

2 dz m 


dw 2R r, 

+ _Lw = 2 g 
dz m 


c) Cette fois on retrouve une equation differentielle du premier ordre 
avec second membre constant que l’on sait resoudre (voir question 2). 

Les conditions initiales sont :az = 0:v = 0=>w = 0, on obtient : 


■ f 


-Sa 


l- e 


Et done : 


v(z) = 7 w(z) = 


( 

1-e “ 
V 


d) La vitesse limite est obtenue en cherchant la limite pour z tendant 
vers l’infini : 


v j = lim v(z) 

t 00 
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A.N. : 




4 3 

Pglacc<9 



fng 
V (3 


/4Rgp glace _ 

/4,5.10 3 .9, 81.917 


0,225.JtiCp air 

A/ 0,675. p air 

A / 0,975.1,6 


v t = 12,9 m-s _I = 46,5 km dr -1 . 

Cette vitesse limite est une valeur compatible avec les mesures de v s . 

e) Pour obtenir y v il suffit de calculer v(h). 

Calculons l’exposant de l’exponentielle : 2\Mi/m 

(3 = 0,225 JtR 2 p air = 0,225 ■ jt ■ ■ (5 • 1 0“ 3 ) 2 • 1 ,6 = 2,83 • 1 0~ 5 kg • nm 1 
et m = 4,8- 10 -4 kg 

~ , 2(3, 2 • 2,83 • 10 5 , can ,oc 

On a done: -4- h = 1500 = 125 

tn 4,8 • 

On constate alors que e -125 = 0 soit 
v s = v, = 12,9 m-s _1 = 46,5 km-h^ 1 

f) Cette fois la vitesse au sol est similaire a celle mesuree experimen- 
talement. Ce dernier modele peut done etre considere comme une 
bonne approximation de la chute de grelons. 



OBJECTIFS PLAN 




Travail, puissance et 
energie 


3.1 Travail d'une force 

3.2 Energie 

3.3 Stabilite d'un systeme 

3.4 Chocs entre particules 

3.5 Recapitulate 

>- Savoir calculer le travail d'une force variable ou pas sur un deplacement 
quelconque 

>- Savoir utiliser le theoreme de I'energie cinetique 

>• Savoir determiner I'energie potentielle dont derive une force conservative. 

>- Savoir utiliser I'energie mecanique d'un systeme pour resoudre des 
problemes. 


Dans ce chapitre nous allons introduire les notions importantes de 
travail d’une force et d’energie mecanique. Nous verrons que ces 
deux grandeurs et les relations qui les relient peuvent etre utilisees 
pour resoudre simplement des problemes de mecanique. 

3.1 TRAVAIL D'UNE FORCE 
a) Definition 


Lorsqu’on applique une force pour deplacer un objet l’effort qu’il 
faut fournir est d’autant plus important que la longueur du deplace- 
ment est grande et que la force appliquee est intense. Le travail de 
la force est une grandeur qui va rendre compte de cet effort. 
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Notion de travail : cas d'une force constante sur un deplacement 
rectiligne 

Considerons une force F constante (en norme, sens et direction) 
appliquee sur un point materiel M se deplaqant sur un segment de 
droite AB. 



AM B 

Figure 3.1 Deplacement du point d'application M d'une force constante sur 
un deplacement rectiligne. 

Dans le cas ou la force de norme F a meme direction et sens que le 
deplacement / = AB, la force contribue au deplacement du point 
d’application. Le travail correspond alors au produit de la force F par 
la longueur du deplacement / = AB. 

Si la force est perpendiculaire au deplacement, elle ne contribue 
pas au deplacement du point M. Cela sous entend qu’il existe d’autres 
forces permettant le deplacement du point. Le travail de la force sur 
ce deplacement est done nul. 

Enfin si la force a meme direction mais est de sens contraire au 
deplacement l = AB, la force s’oppose au deplacement du point 
d’application. 

Pour tenir compte de ces differents cas le travail de la force sur le 
deplacement AB se definit comme le produit scalaire du vecteur force 
par le vecteur deplacement. On a done : 


F = cste sur AB 


w AB (F) = f-ab 

W ab (f) = F/cosa 


(3.1) 


L’ angle a est 1’ angle que fait le vecteur force F avec le vecteur 

deplacement AB (voir figure 3.1). 

On peut faire les remarques importantes suivantes : 

> Parler du travail d’une force n’a de sens que si on precise le depla- 
cement. La notation usuelle est la lettre W (initiale du mot anglais 
Work signifiant travail) en precisant en indice le deplacement et 
entre parentheses la force. 


3.1 • Travail d'une force 


107 


> Le travail s’exprime en N-m c’est-a-dire en Joule (J). 

1 J correspond au travail d’une force de 1 N sur une distance de 1 m. 

> Il y a un travail non nul lorsque la force agissant sur l’objet a une 
composante dans la direction du mouvement. 

> Le travail est soit positif, nul ou negatif selon la direction de la 
force par rapport au deplacement. 

> Lorsque la force s’oppose au deplacement la force est resistante et 
le travail est negatif. 

> Lorsque la force est motrice le travail est positif. 

> Une force peut s’appliquer a un objet sans pour autant effectue un 
travail. Ainsi, il n’y a pas de travail lorsqu’il n’y a pas de deplace- 
ment de l’objet (/ = 0) ou lorsque la force est perpendiculaire a la 
direction du mouvement. La force ne contribue pas alors au depla- 
cement de L objet. 


Exemple : lorsqu'on souleve un objet, le travail du poids de I'objet est non nul car le 
poids est parallele au deplacement. Dans ce cas, il est resistant car il s'oppose au 
deplacement. Le travail du poids est nul lorsqu'on tient I'objet dans ses bras sans se 
deplacer ou en se deplaijant horizontalement. Si on lache I'objet, il tombe sous 
I'effet de la pesanteur et le travail du poids est alors non nul et positif 



W ab (F)>0 
Le travail est moteur 


w AB (F) = o 
Le travail est nul 


w ab (F)< 0 
Le travail est resistant 


Figure 3.2 Travail moteur, nul et resistant d'une force. 


Definition du travail elementaire 

On considere maintenant le cas plus general ou la force F = F(M) 
est fonction de la position du point d’ application M qui se deplace 
d’un point A vers un point B sur une courbe quelconque (figure 3.3). 
> Dans ce cas, pour calculer le travail correspondant de la force, il 
n’est plus possible d’utiliser l’expression (3.1). La methode de 
calcul consiste alors a decomposer le trajet en une succession de 

deplacements elementaires d / infiniment petits et done rectilignes 
(voir figure 3.2). Ces trajets elementaires sont suffisamment petits 
pour pouvoir considerer le vecteur force comme constant sur le 
deplacement et la definition (voir relation (3.1)) peut s’appliquer. 
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L’ expression du travail elementaire sur un tel deplacement elemen- 
taire peut done s’ecrire : 

bW = F(M) -dl (3.2) 


La definition du travail elementaire 8 W de la force correspond a la 
definition plus generate de « circulation elementaire du vecteur 
force ». 



Figure 3.3 Force variable sur un deplacement AB quelconque. Sur un depla- 
cement elementaire suffisamment petit la force peut etre consideree comme 
constante. 


Travail d'une force variable sur un deplacement quelconque 

Pour obtenir le travail W AB (P) de la force ~?(M) sur le deplacement de A a 6, il 
suffit d'additionner tous les travaux elementaires entre le point de depart et le 
point d'arrivee. Cette sommation contenant une infinite de terme tous infiniment 
petits correspond a une integration entre les points A et B : 

B B 

W AB ( f) = JbW(f) = p(M) ■ d 7 (3.3) 

A A 


b) Exemples de calcul du travail d'une force sur un trajet 
AB 

Cas d'une force constante sur un trajet AB quelconque 

Dans le cas particulier d’une force F constante, l’expression du 
travail se simplifie car on peut sortir F de 1’ integrate. 

On obtient done dans ce cas : 

B B 

• d 1 = F • fdl 


W ab (F) =JF(M) 


(3.4) 
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L’ addition de tous les vecteurs elementaires d / , mis bout a bout, 
en partant du point A pour atteindre le point B donne, en utilisant la 

relation de Chasles, le vecteur A B : 


B 




(3.5) 


W ab (F) = F ■ AB = F ■ AB ■ cosa 


(3.6) 




B 

->• 

/ 



Figure 3.4 Cas d'une force constante: pour tout point M on a 
~F (M) = F . 


Le travail d'une force constante ne depend pas du chemin suivi mais uniquement de la 
distance directe/IB et de Tangle a que fait la force avec le segment AB. 

Le calcul du travail sur le trajet direct /AS aurait donne le meme resultat. 


Travail du poids d'un corps sur un trajet AB quelconque 


Le poids d'un corps peut etre consideree comme une force constante a la condi- 
tion de rester dans une region de I'espace pas trap etendue. Cette force intervient 
a chaque fois qu'on etudie un systeme mecanique sur Terre. Pour cette raison, il est 
important de savoir effectuer le calcul du travail du poids d'un corps sur un depla- 
cement donne. 


Considerons un point M de masse m se deplaqant d’un point A a un 
point B et calculons le travail du poids de ce corps au cours de ce 
deplacement (voir figure 3.5). Le deplacement de A a B est suppose 
quelconque c’est-a-dire que le chemin qui mene deA a B peut prendre 
differentes trajectoires. 
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Figure 3.5 Travail du poids d'un corps. 

D’apres la relation (3.6), on peut ecrire : 

W ab (P) = P-AB (3.7) 

Le calcul du produit scalaire peut se faire de deux manieres : 

> En utilisant le cosinus de 1’ angle a entre P et A B : 

W AB 0) = mg-AB- cosa (3.8) 

> En utilisant les composantes des vecteurs P et A B dans la base 

cartesienne (u x , u v , ~u z ) du repere (O, x, y, z) (voir figure 3.5). 
L’axe Oz est choisi vertical vers le haut. Avec (x A , y A , z A ) les coor- 
donnees du point de depart A et (x H , y B , z. H ) celles du point d’arrivee 
B on a : 



x B -x A 

y B -y A et mt 

Z B~ Z A 


0 

0 


-mg 


(3.9) 


W AB ( P) = P-AB = -mg(z B -z A ) (3.10) 

Les deux resultats sont identiques. En effet on peut remarquer que : 
AB cosa = (z A -z B ) (3.11) 

La difference d’ altitude entre le point d’arrivee B et le point de 
depart A peut s’ ecrire : 


Ah = z B -z A 


(3.12) 
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L’ expression du travail du poids en fonction de la difference d’ alti- 
tude est done : 

W AB (P) = -mg Ah (3.13) 


Le travail du poids ne depend pas du chemin suivi mais unique- 
ment de la difference d’ altitude entre le point de depart et d’arrivee. 

Si A/z < 0 alors W AB ( P ) > 0 : Le point M descend et le travail du 
poids est moteur. 

Si Ah > 0 alors W AB ( P ) < 0 : Le point M monte et le travail est 
resistant. 



Le travail du poids correspond done au produit du poids par la hauteur separant le 
point de depart du point d'arrivee. II suffit ensuite de mettre le bon le signe : si 
I'arrivee est moins elevee que le depart le travail est moteur (signe +). Dans le cas 
contraire, il est resistant et le travail est alors negatif. 


Cas d'une force variable : travail de la tension d'un ressort 

Considerons un ressort de raideur k , de longueur au repos l a , au bout 
duquel est accrochee une masse m (voir figure 3.6). Le ressort et la 
masse sont sur un plan horizontal et nous nous interessons unique- 
ment a la tension du ressort. 



(a) 

(b) 


Figure 3.6 Le ressort ni comprime, ni etire, schema (a), a une longueur a 

vide l 0 . Dans la position (b) sa longueur est /. Le vecteur d l represente un 
deplacement elementaire du point M. 

La force elastique T , e’est-a-dire de la tension du ressort est une 
force qui varie avec l’etat d’etirement du ressort de raideur k. On 
repere l’extremite libre M du ressort sur un axe Ox de meme direction 
que le ressort, le point origine O correspondant a la position du point 
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M lorsque le ressort est au repos (ni etire, ni comprime). Avec les 
conventions de la figure 3.6 on peut ecrire : 

T = -kAl~u x = -k(l-l 0 )u x = -kxu x (3.14) 

Considerons un deplacement elementaire dl = d xu x de l’extre- 
mite M du ressort (voir figure 3.6). Le travail elementaire s’ecrit : 

5 W = T-dl = -kxu x dxu x = -kxdx (3.15) 

Le travail de la tension du ressort lorsque le point M passe de 
l’abscisse x A a l’abscisse x B est donne par l’expression suivante : 




B 


B 


W AB ( T) = J-kx dx = -kj" xdx 

A A 

W AB (f) = -k 


(3.16) 




1 J 2 1,2 

= -KX A - -kx R 
2 A 2 B 


Le travail de cette force ne depend pas du chemin suivi mais 
uniquement de la position initiale et finale du ressort. 

c) Puissance d'une force 


Un meme travail peut etre realise plus ou moins rapidement. La 
puissance 2P d’une force correspond au travail effectue par cette 
force par unite de temps et renseigne sur la rapidite avec laquelle le 
travail (transfert d’energie) est effectue. 



Un avion de chasse n'a pas obligatoirement plus d'energie dans son reservoir a 
carburant qu'un petit avion de tourisme, il est juste capable de transferer cette 
energie plus rapidement. Car sa puissance est plus importante. 


Si W est le travail effectue pendant la duree At, la puissance 
moyenne < 3 > m de la force est definie par : 




m 


w 

At 


(3.17) 


L’unite de puissance est le Watt (symbole W) correspondant a un 
travail de 1J effectue en 1 s. 
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Soit 6 IV le travail effectue par une force F pendant la duree 
elementaire (infiniment petite) dr. La puissance de cette force a 
l’instant t correspond a la puissance instantanee et s’ecrit : 

<3>(t) = ^1L = f_AL = F ■ — = F • V (3.18) 
dr dr dr 

On a done aussi : 


bW = &(t)dt = F ■ vdr=> W AB 


pw-j 


-> 


F • vdr (3.19) 


3.2 L'ENERGIE EN MECANIQUE 


Deux types d’energie seront introduites ici : l’energie cinetique 
(E ( ) liee au mouvement de l'objet et l’energie potentielle (£ ) liee a 
sa position. L’energie mecanique (E) d’un systeme est alors definie 
par la somme des energies cinetique et potentielle. 


a) L'energie cinetique : une energie liee au mouvement 


Introduction 


Considerons un point materiel G, de masse m, se deplaqant, dans un 
referentiel galileen (R), sous l’action d’un ensemble de forces exte- 
rieures. L’ application du principe fondamental de la dynamique 
donne : 


I? d v G 

\ Fext = mac = m—— 

Zj dr 


(3.20) 


Au cours d’un deplacement elementaire d l , la somme des travaux 
elementaires des forces exterieures est donnee par : 


-> 


2 &W= Fexfdl ) = (\F ext )-dl (3.21) 

En utilisant la relation (3.20) la relation (3.21) s’ecrit : 


c i7 t d v q j d / 

\ oW = m • ci / = mavG-r- = mv g * dvc 

Zj dr dr 


(3.22) 


Considerons maintenant un trajet AB effectue par le point G. En 
notant va et vb les vecteurs vitesse de G respectivement au point A 
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et au point B, l'integration du deuxieme membre de la relation (3.22) 
donne : 


/ - ^ j 

v g ’ d v g = »? 


1 2 

-V r , 


1 2 1 2 
= -mv B --mv A 


(3.23) 


L’integration du premier membre de la relation (3.22) s’ecrit : 

/ ( 2 8 ^ = 2 / ( ^ ext ' = 2 ^ ext ) (3 - 24) 


L’egalite des relations (3.23) et (3.24) conduit a : 


1 2 1 2 

-mv n — wv. = 


^W A ^ B (Pext) 


(3.25) 


Ainsi le travail total de toutes les forces appliquees au point G entre deux positions 
A et B peut s'exprimer uniquement en fonction de la masse et des vitesses au point 
de depart A et d'arrivee 8. II apparait done interessant de definir une fonction d'etat 
ne dependant que de la masse et de la vitesse du point. Cette nouvelle grandeur 
homogene a un travail est appelee energie cinetique. 

Definition de I'energie cinetique 


On definit I’energie cinetique E c pour un point materiel de masse m 
se deplaqant a la vitesse v dans un referentiel galileen, par : 


E 


C 



(3.26) 


Theoreme de I'energie cinetique 


Dans un referentiel galileen, la variation d’energie cinetique d’un 
point materiel, soumis a un ensemble de forces exterieures, entre 
une position A et une position B, est egale a la somme des travaux 
de ces forces entre ces deux points : 

] -mv 2 B - ] -mv] = E C (B) - E C (A) = A E c = 

(3.27) 


yW A ^ B (F ext ) 


Ce theoreme est tres utile pour determiner la vitesse d’une masse 
ponctuelle m en un point particulier ( B ) connaissant sa vitesse en un 
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autre point (A) ceci sans passer par les equations horaires du mouve- 
ment. 


b) L'energie potentielle : une energie liee a la position 



L'energie potentielle est une forme d'energie liee a la position du systeme. En 
changeant de position, cette energie peut augmenter (le systeme emmagasine de 
l'energie) ou diminuer (le systeme restitue de l'energie a I'exterieur). 


On peut donner l’exemple simple d’une masse qu’on lache d’une 
certaine altitude : celle-ci en tombant (diminution de 1’ altitude) voit 
sa vitesse augmenter. La masse avait done potentiellement de 
l’energie qui a ete restituee sous forme d’energie cinetique au cours 
de la chute. La seule force exercee alors sur la masse est son poids qui 
fournit un travail positif independant du chemin suivi et lie unique- 
ment a la diminution d’ altitude. 

Tout comme pour l’energie cinetique definie a partir de sa variation 
liee au travail de toutes les forces, l’energie potentielle va etre definie 
a partir de sa diminution liee au travail de certaines forces : celles 
dont le travail ne depend pas du chemin suivi. 


Forces conservatives 


Ce sont les forces (notee F ex t ) dont le travail ne depend pas du 
chemin suivi mais uniquement des positions initiale (point de 
depart) et finale (point d’arrivee). 


On peut citer comme exemples rencontres au debut de ce chapitre : 

> travail du poids 

> travail de la tension du ressort 

> travail d’une force constante (en norme et en direction) 

Forces non conservatives 


Ce sont toutes les autres forces (notee Fext ) dont le travail depend 
du chemin suivi. 


On peut citer comme exemple les forces de frottement. Le travail 
de ces forces est toujours resistant (travail negatif W < 0). 

Prenons le cas d’une force de frottement F de type solide. Cette 
force s’oppose continuellement au deplacement (voir le chapitre 2 sur 
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les forces) et sa norme F est constante. Le vecteur force sera un 
vecteur de meme direction mais de sens oppose au vecteur deplace- 
ment elementaire. 

Le calcul du travail de la force de frottement solide donne : 


8 W = F • d l = -Fdl => W AB = 


r - - F i‘ 


d l = -FL 


AB 


A A 

La longueur L AB est la distance effectivement parcourue entre A et 
B. Cette distance depend evidemment du chemin suivi. 


Definition de I'energie potentielle 


Le travail W AB ( F e xt ) d’une force conservative F ex t ne depend 

pas du chemin suivi mais uniquement de l’etat initial (etat A) et 
final ( B ). Ce travail peut s’exprimer a partir d’une fonction d’etat 
E P (fonction ne dependant que de l’etat du systeme) appelee ener- 
gie potentielle. 


Par definition : pour une force conservative F ex t il existe une 
fonction d’etat E P telle que : 


W AB (F ext ) = E P (A) - E P (B) = -A E, 


(3.28) 


La variation d’energie potentielle entre deux points A et B est egale 
a l’oppose du travail de la force conservative entre ces deux points. 


Definition integrale de I'energie potentielle 

La relation precedente conduit, en explicitant le travail, a 1’ expression 
integrale de I’energie potentielle : 




E P (B) -Ep(A) = —J' Fext d l 


(3.29) 


Ceci peut encore s’ecrire en multipliant par (-1) chaque membre de 
l’egalite (3.29) : 


J 


A>C 


Fext d / = E P (A)-E P (B) 


(3.30) 



La difference de potentielle E P (A) - E P (B ) entre deux positions A et 8 correspond au 
travail egalement de A a B (prendre le meme ordre des positions) de la force 
conservative associee a cette energie. 
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Definition differentielle de l'energie potentielle 

De l’expression integrate, on peut deduire l’expression differentielle 
de l’energie potentielle en faisant apparaitre le travail elementaire de 
la force conservative. On aura alors : 



(3.31) 


Definition locale de l'energie potentielle 

La differentielle de la fonction energie potentielle peut s’ecrire en 
fonction du gradient de cette fonction (voir encart 3.1) : 

d E P = grad £7, • d / = -~fi e xt • d / 


~^c 

F ext 



(3.32) 


-» c 

dEp 

dE P ^ 

dE P -> 

Fext = 


u Y 

- — u~ 

dx ' 

dy •’ 

dz 


(3.33) 



Dans le cas ou l'energie potentielle ne depend, par exemple, que d'une variable x 
on a : 


-xc 

Fext 


dEp^ 

‘H u x 


( 3 . 34 ) 


La force est dirigee vers les energies potentielles decroissantes. 

> L'energie potentielle est definie a partir d'une comparaison avec une difference 
(definition integrale) ou bien d'une integration (definition differentielle ou locale). 
Cela signifie que cette fonction est definie a une constante pres. Cette constante 
n'a pas d'importance car l'energie potentielle intervient toujours par des differen- 
ces. 


Encart 3.1 Le vecteur gradient d'une fonction 


Soit une fonction f(x) d’une variable x. La differentielle de cette 

fonction s’ecrit : d / = — dx. Cette differentielle nous renseigne 
dx 

sur la variation de la fonction pour une variation elementaire dx de 
la variable x. 


Lorsque la fonction depend de trois variables (x.y.z) la differentielle 
s’obtient en fixant a tour de role deux variables sur les trois. 
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> Differentielle partielle : on considere une variation elementaire 
de la variable x, les variables j et z etant fixees. La fonction peut 
etre consideree comme une fonction d’une variable. On appelle 
alors derivee partielle de la fonction par rapport a x la derivee 
obtenue en considerant y et z comme des constantes. La notation 
est : 


Derivee partielle de/par rapport ar: — 

dx 


y>* 


II est alors possible d’exprimer la differentielle dite partielle en 

dx . 


fonction de cette derivee et notee : df = — 

* dx 


y>z 


La meme operation peut etre effectuee avec y (x et z etant fixees) 
puis z (x et y fixees). L’ expression de la differentielle totale de la 
fonction correspondant alors a la somme des differentielles partiel- 
les c’est-a-dire : 


d /= d/+ d/+ d/ = dx + ^Z) dy+^f] dz. 

dx! yz dy! xz dz) xy 

On definit alors le vecteur gradient de la fonction, en coordonnees 
cartesiennes par : 


% f d/ ^ df — > df-> 

67 dx dy ^ dz 


En remarquant que d / - dxu x + dy u y + dz u z , la differentielle 
totale de la fonction peut s’ecrire comme le produit scalaire de 


deux vecteurs 


df = grad/- d l 


> Signification : soit la surface definie par/(x,v,z) = constante. Si le 

point M se deplace sur la surface le vecteur d OM appartient a 
cette surface. La differentielle d’une constant etant nulle on a 

aussi d/= 0. On a done : df = gracj/'- d OM = 0 
Le vecteur gradient est un vecteur perpendiculaire aux surfaces 
definies par f(x,y,z) = constante. II est oriente vers les valeurs crois- 
santes de la fonction. 
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c) L'energie potentielle de pesanteur 
Expression (methode integrale) 

En reprenant les resultats (relation 3.10) obtenus dans la partie 3.1 .b) 
nous avons, avec l’axe Oz axe vertical ascendant : 

W AB {P ) = P ■ ~AB = mgz A - mgz B (3.35) 


Le travail du poids ne depend pas du chemin suivi.C'est une force conservative qui 
derive d'une energie potentielle E pp ,fonction d'etat qui ne depend que de la posi- 
tion du centre d'inertie du systeme materiel. 


La definition integrale 3.28 s’ecrit : 

W AB (P) = E pp {A)-E pp {B) = -A E pp (3.36) 

En comparant les relations (3.35) et (3.36), l’expression de 
l’energie potentielle de pesanteur lorsque le centre d’inertie se trouve 
a l’altitude z peut s’ecrire : 

E (z ) = mgz + constante (3.37) 

Cette energie est definie a une constante pres. Celle-ci peut etre 
fixee en choisissant une origine pour l’energie potentielle. En general, 
on s’ arrange, si cela est possible, pour prendre la constante nulle. 
Dans ce cas, il suffit de choisir une energie potentielle nulle a l’alti- 
tude z = 0. alors : 


E PP ( Z ) = mgz 

• avec E pp { 0) = 0 (3.38) 

axe Oz oriente vers le haut 


Si I'axe Oz est oriente vers le bas (axe vertical descendant) nous obtenons : 

E p p(z) = -mgz 


Cequ'ilfautretenir: 

L'energie potentielle de pesanteur augmente quand le systeme materiel s'eloigne de 
la terre (quand I'altitude augmente) 


Expression (methode differentielle) 

L’expression du travail elementaire du poids d’un corps est : 

bW(P) = mg'd/ 


(3.39) 
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En considerant un repere (O, x, y, z) avec un axe Oz vertical oriente 
vers le haut, cette expression devient : 


bW(P) = -mguz‘(dxu x +dyuy + dzu z ) 
bW(P) = -rngdz = -d(mgz) 


(3.40) 


Le travail elementaire du poids d’un coips apparait conrme la diffe- 
rentielle d’une fonction. En comparant avec la definition differentielle 
(relation 3.31) on obtient : 


bW(P) = -d {mgz) = -d{E pp ) 


E pp = m S z + constante 
On retrouve evidemment la meme expression. 


(3.41) 


Interpretation de I'energie potentielle de pesanteur 

Pour amener une masse d’une altitude z = 0 a une altitude z il faut 

qu’un operateur exerce une force F op au moins juste egale et 

opposee au poids : ~F op = -P. 

Le travail que l’operateur va fournir est done : 



f-P'dl = -W^ Z {P) 

o 


(3.42) 


W^ z (F op ) = -[E pp (0)-E pp (z)\ = E pp (z) = mgz 

L’energie potentielle de la masse a l’altitude z correspond done a 
I’energie qu’un operateur (l’exterieur du systeme) a fourni pour 
1’ amener a cette altitude. La masse a emmagasine cette energie 
qu’elle pourra restituer en retombant. 


d) L'energie potentielle elastique 


Expression (methode integrale) 

En reprenant les resultats (relation 3.16 et figure 3.6 ) obtenus dans la 
partie 3.1.b) le travail de la tension d’un ressort s’ecrit : 

W AB (T) = l -kx 2 A - l -kx 2 B (3.43) 

Dans cette expression, x A represente l’allongement A L = L A -L Q 
du ressort lorsque son extremite libre est en A et x B l’allongement 
A L = L b -L 0 lorsque 1’ extremite libre est en B. 
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Le travail de la tension du ressort ne depend pas du chemin suivi. 
C’est une force conservative qui derive d’une energie potentielle Epe > 
fonction d’etat qui ne depend que de la position de l’extremite libre 
du ressort. 

La definition integrate 3.28 s’ecrit : 


W ab (T) = E pe (A)-E pe (B) = -A E pe (3.44) 


En comparant les relations (3.43) et (3.44), l’expression de 
l’energie potentielle elastique lorsque le ressort presente un allonge- 
ment x peut s’ecrire : 


1 2 

i PE (x ) = -kx +constante 


(3.45) 


II est logique de choisir l’energie potentielle nulle pour une defor- 
mation nulle : E pe { 0) = 0. La constante est alors nulle. Nous obtenons 
finalement : 


E pe (x) = iifcx 2 
allongement x = A / = l -l a 


(3.46) 


Expression (methode differentielle) 

L’expression du travail elementaire de la tension du ressort est : 

t>W(T)=T-d7 (3.47) 

On repere l’extremite libre M du ressort sur un axe Ox de meme 
direction que le ressort, le point origine O correspondant a la position 
du point M lorsque le ressort est au repos (ni etire, ni comprime). Avec 
les conventions de \& figure 3.6 on peut ecrire : 

T = -kAl~u x = -k(l-l 0 )u x = -kxu x (3.48) 

Considerons un deplacement elementaire d l = dx u x de l’extre- 
mite Mdu ressort (voir figure 3.6). Le travail elementaire s’ecrit : 

bW = T-dl = -kx~u x dxu x = -kx dx (3.49) 

bfV = -kx dx = -d^A'x 2 j (3.50) 

Le travail elementaire de la tension du ressort apparait comrne la 
differentielle d’une fonction. En comparant avec la definition diffe- 
rentielle (relation 3.31) on obtient : 
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bW{T) = -d(Ux 2 ) = -d (E pe ) 


1 2 

E pe = -kx + constante 


On retrouve evidemment la meme expression. 


(3.51) 



Dans cette expression x represente I'allongement (ou la compression) du ressort. Un 
choix different de I'origine des abscisses conduirait a une expression differente de 
cette energie potentielle. II vaut done mieux retenir le resultat en introduisant I'allon- 
gementdu ressort A/ = l-l a : 


E pe = \k( A /) 2 


Interpretation de I'energie potentielle elastique 

Pour allonger le ressort de la longueur a vide l a a la longueur /, il faut 

qu’un operateur exerce une force F op au moins juste egale et 

— ^ ^ 

opposee a la tension du ressort : F op = -T. 

Le travail que l’operateur va fournir est done : 

bW(F op ) = F op - d7 = -T ■ d7 = -bW{T) 

W^tfop) = ~W^ Kl (f) = -[E pe (0)-E pe (A1)] (3.52) 
W^0o P ) = \k{Mf 

L’ energie potentielle du ressort deforme correspond done a 
I’energie qu’un operateur (1’exterieur du systeme) a fournie pour 
l’amener dans cet etat. Le ressort a emmagasinee cette energie qu’il 
pourra restituer en retournant vers son etat a vide, ni etire, ni allonge. 


e) Force conservative et energie potentielle 

11 est possible, connaissant l’expression de I’energie potentielle E p de 

c 

retrouver l’expression de la force F ext qui en derive. II suffit 
d’utiliser la definition locale de I’energie potentielle (relation 3.32) : 



Fext = -grad. E P 
dE P dE P ^ dE P 

— ll X -T U y "H U Z 

dx dy ' dz 


(3.53) 


3.2 • L'energieenmecanique 
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Exemple 1 : Cas du poids et de I'energie potentielle de pesanteur : 

Avecun axe vertical ascendant, on a :E PP = mgz (fonction uniquementdez) : 




-grad£p 


dEpp dE pp 8 E P p 

• U v + U v + U z 


d En 


dx 


dy 


f = A iOEh, 

dz 


dz 


-mgu z 


dz 


Exemple 2: Cas de la tension d'un ressort et de I'energie potentielle 
elastique : 

1 2 

Avecxl'allongementdu ressort, on a: E pe - -kx (fonction uniquement dex) : 




-grad E pe 


aE PEH , a Ep E _> ' dE PE _> 

U X + Uy-r — U z 

dx dy ' dz 




dx 


U X 


= -kxu x 


^Ep E -j> 

\ U Z 

dx 


f) L'energie mecanique 
Travail et energie 

Soit un point materiel M de masse m subissant un ensemble de forces 

exterieures F ex t ■ Celles-ci peuvent se decomposer en forces conser- 

c -z>NC 

vatives F ex t et non conservatives F ex t . 

Considerons nraintenant un deplacement du point Md’une position 
A a une position B. Le travail total de toutes les forces pour ce depla- 
cement est relie a la variation d’ energie cinetique par le theoreme de 
I’energie cinetique : 

^W A _^ B (F ext ) = A E c 

=> ^ W A ^ B (Fe Xt )+ ^ W A ^ B (fe X C t) = E C (B) - E C (A) ( 3 - 54 ) 

Le travail des forces conservatives peut s’exprinrer en fonction de 
I’energie potentielle dont elles derivent. Notons E p I’energie poten- 
tielle totale, somme des energies potentielles dont derive chaque force 
conservative, on peut ecrire : 

yW A _ B (Fe C xt ) = E P (A)-E P (B) 


( 3 . 55 ) 
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En reportant cette relation (3.55) dans l’egalite (3.54) on a : 

E C {B) - E C (A) = ^W A ^ B (Fe* C t) + [EM)-E P {B)] (3.56) 

{E C {B)-E C (A)} + [E P {B)-EM)} = ^W A ^ B (P^,) (3.57) 

[E c {B) + E P {B)-\-[E c {A) + E P (A)-\ = ^W^F^t) (3.58) 

II apparait une nouvelle fonction d’etat homogene a une energie et 
dont la variation s’ exprime en fonction uniquement du travail des 
forces non conservatives. Cette nouvelle fonction correspond a 
I’energie mecanique. 

Definition de I'energie mecanique 


L’energie mecanique d’un systeme est egale a la somme des ener- 
gies cinetique et potentielle. C’est une fonction d’etat : E = E c + E P 


Theoreme de I'energie mecanique 

Du resultat (3.58) on en deduit le theoreme suivant : 

La variation d’energie mecanique d’un systeme entre deux points A 
et B est egale a la somme des travaux des forces non conservatives 
appliquees au systeme entre ces deux points. 


A E = E(B) -E(A) = ^ 


W, 


-±NC 
>i?( E ext ) 


(3.59) 



Les forces non conservatives etant des forces resistantes (1/1/ <0) I'energie mecani- 
que d'un systeme ne peut que diminuer au cours du temps. 


Systeme conservatif et conservation de I'energie mecanique 

Un systeme est dit conservatif si ce systeme ne subit que des forces 
exterieures conservatives. 

Le systeme ne subissant aucune force non conservative, les forces 
de frottement sont nulles ou negligeables. Le systeme est dit aussi 
« mecaniquement isole ». 

En appliquant le theoreme de l’energie mecanique (3.59) on 
obtient : 

A E = E(B)-E(A) = ^W A ^ B {Fex C ,) = 0 
A E = 0 => E = constante 


(3.60) 
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Theoreme de l’energie mecanique pour un systeme conservatif : 
L’energie mecanique d’un systeme conservatif (ou mecaniquement 
isole) se conserve au cours du temps. 

Systeme conservatif =>E = E c + E p = E a = constante 


d£ = o 

d t 


Ceci constitue le principe de conservation de l’energie mecanique. 

g) Exemple d'utilisation de I'energie pour la resolution 
d'un probleme 

Considerons le cas d’une bille M de masse m situee a 1’ altitude z A = h 
et qu’on lache sans donner de vitesse initiale. Trouver la vitesse de 
cette bille lorsqu’elle touche le sol en B altitude z B = 0. Determiner sa 
vitesse v en fonction de son altitude z. 

> Systeme : la bille M de masse m 

> Referentiel terrestre galileen. Choix d’un repere : axe vertical 
ascendant avec le point B au sol (altitude z B = 0) et le point A a 
1’ altitude z A = h (voir figure 3. 7). 

> Bilan des forces : uniquement le poids de la bille : P = mg (on 
neglige les frottements. 

Le poids est une force conservative qui derive d’une energie poten- 
tielle. Avec un axe vertical ascendant on a : E PP = mgz avec I’energie 
potentielle nulle au sol ( E PP (B ) = E PP (z B = 0) = 0)) 


A 

1 


w —> n 

v A =0 

► M 

B, 

V B = ? Sol 

B 

: 

B 

Instant Instant t Instant 

Initial t A = 0 quelconque Finals 


Figure 3.7 Chute libre d'une bille reperee par son altitude z. 
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Calcul en utilisant le theoreme de I'energie cinetique 

Appliquons le theoreme de I’energie cinetique entre les positions A de 
depart et B d’arrivee. 

> Le travail du poids s’ecrit : W AB (P) = mg(z A -z B ) = mgh 


On peut verifier que ce travail est bien positif puisque la masse se deplace dans le 
sens du poids. 


> La variation d’energie cinetique (energie cinetique finale -energie 
cinetique initiale) s’ecrit : 

AE C = E C (B) - E C (A) = ] -mv 2 B - ] -mv 2 A = hnv 2 B 

> Theoreme de I’energie cinetique : 

W AB (P) = A E c = E C (B) - E C (A) 

lmv 2 B = mgh => v B = Jlgh 

L’ application du theoreme entre la position A et une position inter- 
mediare quelconque en M donne : 

> Le travail du poids s’ecrit : W AB {P) = mg(z A -z ) = mg(h-z) 

> La variation d’energie cinetique s’ecrit : 

A E c = E C {M) - E C (A) = l -mv 2 


1 2 

>- Theoreme de i’energie cinetique donne : -mv~ 


mg{ h - z) 


=^>v = J2g{h -z) 


Calcul en utilisant la conservation de I'energie 

Le systeme est conservatif done il y a conservation de I’energie 
mecanique. Exprimons cette energie au differents points A, Met B : 

1 2 

> Point A : E(A) = E C (A ) + E PP (A) = -mv A + mgz A = mgh 

> Point M : E (M) = E C (M) + E PP (M) = ]^m \ 2 + mgz 

> Point B : E(B) = E C (B)+E PP (B) = ~mv B + mgz B = ~mv B 


3.2 • L'energieen mecanique 
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La conservation de l’energie mecanique s’ecrit : 

E(A) = E{M) = E{B) - E a => mgh = ^mv~ + mgz = ~mv~ B 

Onendeduit: = mgh^>v B = Jlgh 


De meme : mgh = I/nv" + mgz => v 


Jlg(h-z) 


Conservation de I'energie et acceleration 


L’energie mecanique etant constante sa derivee par rapport au 
temps est nulle. L’energie mecanique a un instant quelconque 
s’ecrit : 

E = E C (M) + E PP {M) = ^mv 2 + mgz 

La derivee par rapport au temps de I’energie mecanique correspond 
a la somme des derivees des energies cinetique et potentielle. 


>- Derivee de I’energie cinetique : 


d E c d/1 2 \ 1 d(v^) 

: = — -mv = -m 


d t 


dt\2 


d t 


En appliquant la regie de derivation d’une fonction au carre on a : 


dv' 


d E c i K 

= —ml 2 v — = mva 

d t 2 \ d t. 


> Derivee de l’energie potentielle : 


d E PP 
d t 


d / x dz 

— (mgz) = mg— = mgv 
at at 


> Derivee de l’energie mecanique : 


d E 
d t 


d E c d E PP 

— + — = mva + mgv 
d t d t 


0 = g 


Ce resultat s’obtient simplement en appliquant le principe fonda- 
mental de la dynamique. Cependant cette methode peut dans certain 
cas etre tres pratique pour determiner 1’ acceleration du centre 
d’inertie d’un systeme. 
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3.3 ETATS LIES ET STABILITE D'UN SYSTEME MECANIQUEMENT 
ISOLE 

a) Les etats lies 


Lorsqu’un systeme est conservatif, son energie mecanique se 
conserve. On a done pour un tel systeme : 

E = E c + E p = constante (3.60) 

Par definition, 1’ energie cinetique etant une grandeur necessaire- 
ment positive, nous obtenons une condition restreignant les etats ener- 
getiques possibles du systeme. Cette condition de restriction definit ce 
que l’on appelle les etats lies du systeme. 


Ces etats sont definis par : 


E r = -m v 2 > 0 => E-E P > 0 

c 2 p 

(3.61) 



Exemple : Reprenons I'exemple d'une masse accrochee a un ressort et dont I'allon- 
gement correspond a la variable x ( figure 3.6). Les etats lies du systeme sont alors 
definis par: 


E - -kx 2 > 0 
2 




= x 


m 


Les valeurs de x en dehors de cet intervalle sont inaccessibles au systeme qui est dit 
enferme dans un puits de potentiel a cause de la forme prise par la fonction ener- 
gie potentielle. 



Figure 3.8 Graphe des energies en fonction de I'allongementxd'un ressort. 


3.3 • Etats lies et stabilite d'un systeme mecaniquement isole 
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b) Stabilite d'un systeme soumis a une force conservative 

Pour un systeme soumis uniquement a une force resultante conserva- 
tive, la forme locale de l’energie potentielle permet d’ecrire que : 

F = -gra &Ep 


Dans le cas oil l’energie potentielle ne depend que d’une variable x, 
cela revient a dire que : 


d E P ^ 
F = -- — u x 
ax 


F = 


d E P 
dx 


La condition d’equilibre se traduisant par F = 0 peut done 
. d Er 


s eenre aussi 


dx 


= 0 . 


Une position d’equilibre se traduit done par un extremum de la 
fonction energie potentielle. 

Un equilibre est stable si, a la suite d’une perturbation qui a eloigne 
le systeme de cette position, celui-ci y retourne spontanement. 
Dans le cas contraire 1’ equilibre est instable. 


> S’il existe un equilibre stable pour x = x Q , alors E p (x) est minimale 
pour x = x 0 . On a done : 

d E P d 2 E p 

Equilibre stable pour x = x a <?> — — (x ) = 0 et (x G ) > 0 

dx dx 2 

> S’il existe un equilibre instable pour x = x c , alors E p (x) est maxi- 
rnale pour x = x a . On a done : 

d E P , d 2 E P/ n 

Equilibre instable pour x = x D <^> (x 0 ) = 0 et -(x 0 ) < 0 

dx dx 2 


Un systeme, livre a lui-meme, evolue done spontanement vers un 
etat d’equilibre qui correspond a une position pour laquelle l’ener- 
gie potentielle est minimale. 


c) Exemple d'un bille sur un sol en forme de cuvette 

On considere le cas d’une bille pouvant rouler sur un sol presentant 
un profil en forme de cuvette (voir la figure 3.9 (a)). Le poids derive 
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de 1’ energie potentielle E = mgz avec un axe Oz dirige vers le haut et 
en prenant l’origine des energie potentielles au fond de la cuvette en 
z = 0 (voir figure 3.9 (b)). 



Figure 3.9 Le graphe (a) represente le profil du sol (altitude z) en fonction 
d'une abscisse x. Le graphe (b) represente I'energie potentielle en fonction de 
la position. 

L’energie potentielle est minimale au fond de la cuvette (altitude la 
plus basse possible). Cette position correspond a la position d’equi- 
libre stable de la bille M. Les positions A et B correspondant a des alti- 
tudes maximales sont des positions d’equilibre instable. A la moindre 
perturbation dirigee vers la cuvette, la bille placee en A ou en B quit- 
tera cette position pour se diriger vers la position d’equilibre stable O. 



Figure 3.1 0 (a) Etat lie (£ < mhg ) et (b) Etat non lie (E > mhg). 

Si I’energie mecanique de la bille est inferieure a l’energie poten- 
tielle maximale mgh (voir figure 3.10 (a)), la bille est prise dans un 
puits de potentiel. Elle ne pourra evoluer qu’entre les valeurs -x m et 
x m . Si son energie mecanique est superieure a l’energie potentielle en 
A ou B, elle pourra quitter la cuvette : l’etat est non lie 
( figure 3.10 (b)). 


3.4 • Chocs entre particules 
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3.4 CHOCS ENTRE PARTICULES 
a) Definition 

Dans un referentiel galileen, on considere deux particules materielles 
independantes de masse m 1 et m 2 . Les particules prises separement 
sont mecaniquement isolees ou pseudo isolees et sont done animees 
d’un mouvement rectilignes et uniformes (principe d’inertie). On note 

alors v i et v 2 leurs vecteurs vitesses respectives. Si les deux parti- 
cules viennent a se rencontrer, on dit qu’il y a choc (voir figure 3.11). 

Apres le choc (duree tres courte) les particules sont de nouveau 
mecaniquement isolees ou pseudo isolees et retrouvent done un 

mouvement rectiligne uniforme mais avec de nouvelles vitesses v j et 


Que peut-on dire sur ces vitesses ? Pour donner une reponse il faut 
rechercher les grandeurs physiques qui pourraient se conserver. 


Figure 3.1 1 Choc entre deux particules de masse m, et m 2 

Cette experience peut se realiser avec deux mobiles autoporteurs 
sur un plan horizontal. Les mobiles sont pseudo isoles et le mouve- 
ment du centre d’inertie de chacun sera rectiligne uniforme comme 
pour les deux particules isolees. 

On ne considere ici que des chocs au cours desquels la masse de 
chaque particule reste inchangee. On exclut done, dans cette etude, 
les reactions nucleaires. 




Choc en O 


Apres le choc 
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b) Proprietes des chocs 

La particule m, est mecaniquement isolee avant et apres le choc. 
Pendant le choc, la particule m 7 subit une action de la part de m 2 
(action exterieure) et n’est done plus isolee. 11 en est de meme pour la 
particule m 2 . 

Maintenant, si on considere le systeme forme de l’ensemble 
{m x ,m 2 }, celui-ci est isole du debut jusqu’a la fin puisque aucune 
action exterieure n’est exercee sur le systeme. Le choc correspond a 
des interactions entre les differentes parties constituant le systeme et 
sont done des actions interieures au systeme. 

Conservation du vecteur quantite de mouvement totale 

Le systeme {m l ,m 2 } etant pseudo isole, on a d’apres le principe 
d’inertie conservation du vecteur quantite de mouvement totale du 
systeme. Le vecteur quantite de mouvement totale correspond a la 
somme des vecteurs quantite de mouvement de chaque particule. On 
peut done ecrire une premiere relation en exprimant cette quantite de 
mouvement totale avant le choc et apres le choc. On a : 

~ = 0 => p avant = P apres => P\ + P 2 = P 1 + Pi (3.62) 
at 

m l v x + m 2 v 2 = m l v { ' + m 2 v 2 ' (3.63) 


La loi de conservation de la quantite de mouvement est extremement generale et 
est aussi valable lorsque le choc donne naissance a deux nouvelles particules de 


masses m, 


et m 2 ' .On ecrit alors :m l v 1 +m 


i j k | t m2 V 2 — rn \ y \ t m 2 v 2 ‘ 

Cette relation est une relation vectorielle. Elle correspond done dans un repere 
d'espace a trois equations algebriques. 


ffl.V, + »/, v , 


Choc elastique : conservation de I'energie cinetique 

Chacune des particules peut posseder de I’energie potentielle. Cette 
energie potentielle est une fonction d’etat ne dependant que de la 
position de la particule concernee. Le choc etant toujours de duree 
assez breve, la position des particules ne change pas pendant ce choc 
et leurs energies potentielles ne varient pas. La variation d’energie 
mecanique correspond alors a la variation d’energie cinetique. 


Dans le cas d’un choc dit elastique il y a conservation de I’energie 
e’est-a-dire conservation de I’energie cinetique. 


3.4 • Chocs entre particules 
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T-i / ,\ 77 / ' \ 1 . 1 1 '2 1 “>'2 

h c (avcint) = E c (apres) => -m l v ^ + -m 2 v 2 = -WjV j +-m 2 v 2 


22 ’2 '2 
+ w 2 v 2 = m|V| + m 2 v 2 


(3.64) 


Choc inelastique : I'energie cinetique ne se conserve pas 


Dans le cas d’un choc dit inelastique il n’y a pas conservation de 
I’energie cinetique. 


Au cours du choc il y a perte d’energie par echauffement. L’energie 
cinetique diminue. On a done : 


E c ( apres ) 
EAavant) 


= e avec 0 < e < 1 


Le cas e = 1 correspond au choc elastique. 


Le choc mou est un choc inelastique pour lequel les deux particules 
restent liees apres le choc. 


m \ 



Avant le choc Apres le choc 


n h 


Pi = "W 

Pi + Pi = 0 
P=~p' = o 


$ {m, , m 2 } 


Pi = m 2 v 2 
avec 

Pi = ~Pi 


m , 


(a) choc mou 


(a) choc mou frontal 


Figure 3.12 Exemples de chocs mous :1a conservation du vecteur quantite 
de mouvement permet de connaitre la vitesse que prennent les deux particu- 
les liees (a). Dans le cas du choc mou frontal (b) il peut y avoir immobilisation 
des deux particules apres le choc si les quantites de mouvement sont egales 
et opposees avant le choc. 
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> Le cas e = 0 correspondrait au cas ou l’energie cinetique apres le 
choc serait nulle c’est-a-dire ou les deux particules se retrouvent 
immobiles au lieu du choc. Cela n’est possible que si le vecteur 
quantite de mouvement totale est nul avant le choc. C’est le cas du 
choc mou frontal (voir figure 3.12 (b)) entre deux particules venant 
en sens inverse avec la meme valeur de quantite de mouvement 
(choc entre deux vehicules identiques, roulant a la meme vitesse en 
sens inverse l’un vers l’autre). 


c) Determination des vitesses apres le choc 

Connaissant les vitesses avant le choc, on cherche a determiner les 
vitesses apres le choc. La determination de ces deux vecteurs vitesse 
est un probleme a 6 inconnues (3 composantes par vecteur). La 
conservation du vecteur quantite de mouvement donne 3 equations et 
celle de l’energie cinetique dans le cas d’un choc elastique en donne 
une. Le probleme comporte done une double indetermination et ne 
peut etre resolu sans indications supplementaires. 

Ceci n’est pas etonnant car les vitesses apres le choc doivent 
dependre de ce qui s’ est passe pendant le choc ce que les relations de 
conservation ne font pas apparaitre. 

En introduisant des conditions sur le choc il sera possible alors de 
resoudre le probleme. 


Cas du choc mou 


Dans le cas du choc mou, le nombre d’ inconnues est ramene a 3 
correspondant aux trois coordonnees du vecteur vitesse commun a 
l’ensemble des deux particules liees apres le choc. La conservation de 
la quantite de mouvement suffit alors pour determiner la vitesse de 
l’ensemble. En notant v le vecteur vitesse de l’ensemble apres le 
choc, on peut ecrire : 

w 1 v 1 + m 2 v 2 = (m l + m 2 )v (3.65) 

On en deduit alors : 


v 


m j v y + m 2 v 2 
( m y + m 2 ) 


(3.66) 


La figure 3.12 (a) montre comment determiner graphiquement la 
quantite de mouvement totale du systeme constitue des deux masses 
m 1 et m 2 . Le mouvement a lieu dans le plan defini par les vecteurs 
vitesse des particules avant le choc. L’ expression de la vitesse apres le 
choc peut s’obtenir algebriquement en exprimant les composantes des 
vecteurs vitesse avant le choc dans une base cartesienne donnee. 
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Exemple 1 d'application : Accrochage de deux wagons identiques a la suite 
d'un choc sur une voie de chemin de fer rectiligne 


On considere un wagon de masse m venant heurter a la vitesse 1/ un autre wagon 
identique immobile sur la voie. Apres le choc I'ensemble reste accroche et se 
deplace a la vitesse v. On neglige tout frottement. L'ensemble des deux wagons 
constitue alors un systeme mecaniquement pseudo isole.On assimile les wagons a 
des points coincidant avec leur centre d'inertie. 



Avant le choc Apres le choc 


Tous les deplacements se font suivant la voie rectiligne. On peut alors travailler 
avec les valeurs algebriques des vitesses. 

Avant le choc : pj = m l v l =>p l = mV el p 2 = m 2 v 2 ^>p 2 = 0 

Apres le choc: ~j$' - (2 »i)v=>p' = 2 mv 

Conservation de la quantite de mouvement totale : 

— ^ s y . jr — V 

p = p 1 + p 2 = p => mV = 2 mv =s> v = - 


Expression de I'energie cinetique avant le choc : E Ci = i mV 2 

1 2 

Expression de I'energie cinetique apres le choc : E Cf = -(2 m)v 
En rempla^ant v par son expression en fonction de V, on a : 

E Cf= ^(2»;)v 2 = l -{2 m)(L) =i >E cf = UnV 1 = l -E Ci 

On constate bien que I'energie cinetique a variee. Cette energie a diminuee. La 
variation d'energie cinetique a pour expression : 


A Er 


E Cf- E Ci 


--mV 2 

4 


E 1 

Le rapport des energies cinetiquesdonne : e = —2 = - = 0,5 


Cette variation d'energie correspond au travail des forces de contact au moment 
de I'accrochage. 


Exemple 2 : Cas particulier du choc frontal. Cette fois on considere que les deux 
wagons se dirigent I'un vers I'autre avec la meme vitesse (cas de la figure 3. 12 (b)). 
Avant le choc : 


Pi 


m i v l 


>P l 


mV et p 


m 2 v 2 


-Pi 


>p 2 


-m V 


3 = 
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Apres lechoc: 

~p' = (2m) v =>/>' = 2 mv 

Conservation de la quantite de mouvement totale : 

p = p'=(?=>v = 0 

L'ensemble reste immobile. L'energie cinetique finale est nulle: le coefficient e 
vaut zero. 


Exemple 3 : Cas de I'explosion : une masse m immobile dans le referentiel gali- 
leen d'etude eclate en deux morceaux de masses m 1 et m 2 . 

On a alors : 


—A 7f — ^ i — ^ i — ^ ^ ’ 7 a 

p = 0 = p '=> p ’ = m l v j + m 2 v 2 = 0 

1 1 
m i v i = —m 2 v 2 

Chaque morceau part avec une quantite de mouvement egale et opposee. Si les 
masses sont egales, les vitesses seront egales. Dans le cas ou I'une des masses est 
tres importante par rapport a I'autre, la plus legere aura une vitesse tres grande par 
rapport a la plus lourde.C'est lecasd'unearmeafeu (masse importante) qui recule 
lorsque le projectile (masse faible) est tire. Evidemment, la vitesse de recul est bien 
moins importante que la vitesse du projectile. 


Choc elastique entre deux particules identiques (deviation) 

On considere maintenant le cas d’un choc elastique entre deux parti- 
cules identiques de masse m 1 = m = m 2 
Avant le choc : 

^ \ 

P - P \ + P 2 ~ m \ v \ + m 2 V 2 ^ P = m(V x + v 2 ) 

n 1 2 1 2 m / 2 2 x 

E Ci = 2 m i v i + 2 m 2 v 2 = 2 (Vl + V2) 


Apres le choc : 

> 1 — > 1 — > * — > * 

P = Pi + P 2 = m i v \ + m 2 v 2 






; 2 


r , 1 '2 1 ’2 m , '2 ' 2 , 

E C f= -m x v x +-m 2 v 2 = ~{v x + v 2 ) 


> Conservation de la quantite de mouvement : 


P 




V X + V 2 = v x + v 2 


( 3 . 67 ) 


>■ Conservation de l’energie cinetique : 


E a ~ E cf~ 


,2 2x , '2 ’2 a 

(Vj + V 2 ) = (V! + V 2 ) 


( 3 . 68 ) 
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Considerons le cas particulier ou la particule m 2 est fixe avant le 

choc : v 9 = 0 . Dans ces conditions les equations (3.67) et (3.68) 
deviennent : 


/> = P =* Vj = D +V 2 

Ea = E cf ^>v 1 = V! 2 + V 2 2 

En prenant la norme au carre de la relation (3.69) on a : 

I, || 2 . t i .2 '2 '2 ~ -> i -> i 

V 1 = V t = (Vj + V 2 ) = Vj + V 2 + 2 V j ’ V 2 


(3.69) 

(3.70) 


(3.71) 


2 '2 '2 ^ » -> » 

Vj = Vj + V 2 + 2 V j • v 2 

En comparant le resultat obtenu avec la relation (3.70) on aboutit 
a : 


vj • v 2 = 0 (3.72) 

La direction des vitesses apres le choc sont perpendiculaires. Ainsi, 
si on connait une direction prise par une particule, alors on en deduit 
la direction prise par l’autre (voir figure 3.13). 



Figure 3.13 Choc elastique entre deux particules identiques (meme masse 
m) I’une etant immobile avant le choc. La direction que prend chaque parti- 
cule apres le choc est perpendiculaire. La projection de la vitesse de la parti- 
cule m, avant le choc sur ces deux directions donnent la valeur des vitesses 
des particules apres le choc. 


D’ apres la relation (3.69), la projection du vecteur vitesse v j sur 
les deux directions des vecteurs vitesse v J et v 2 permet d’obtenir les 
valeurs des vitesses v J et v 2 . 
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Par exemple, si 0 est Tangle que fait le vecteur vitesse v J avec la 
vitesse Vj , alors v 2 fait un angle 0 - ~ avec v , et on a : 


q = VjCOS0 


et 


>\ = VjCOslO--) = VjSin0 


Choc frontal elastique entre deux particules 

11 s’agit du cas simple ou les trajectoires des differentes particules 
avant et apres le choc ont toutes la meme direction. C’est T exemple 
des deux wagons sur une voie de chemin de fer rectiligne qui s’entre- 
choquent sur leurs butoirs sans s’accrocher. 

Les vecteurs vitesses (vj, v 2 , v J, v 2 ) sont tous colineaires. Le 

nombre d’inconnues est reduit a deux. Soit un vecteur unitaire u x 

choisi sur la direction commune, les vecteurs s’ecriront v , = v x u x , 

~ $ ~ > ~ ^ 1 ^ t ^ I , I 

v 2 = v 2 u x , v j = Vj u x et v 2 = v 2 u x . Les grandeurs v 1 , v 2 , v l 
et v 2 representent les mesures algebriques des vitesses et non les 

normes. Ceci permet de decrire toutes les situations possibles sans 
avoir a refaire les calculs a chaque fois. 

La projection de la relation vectorielle de la conservation de la 
quantite de mouvement donne : 

w 1 v 1 + m 2 v 2 = m l v' l +m 2 v' 2 (3.73) 

La conservation de l'energie (relation (3.64) donne : 

(3.74) 


22 '2 '2 
m l v l + m 2 v 2 = m l v l + m 2 v 2 


Une methode classique de resolution consiste a ecrire ce systeme 
d’equation sous la forme suivante : 


mi(vi-vi) = m 2 {v 2 -v 2 ) 
m i( v i — v i 2 ) = m 2 (v 2 -v 2 2 ) 


(3.75) 


(3.76) 


m x {v x -v\) = m 2 (v' 2 - v 2 ) 

m l (v x -v\)(v 1 + v[) = m 2 (v' 2 - v 2 )(v 2 + v 2 ) 

En divisant membre a membre la premiere equation par la seconde 
on obtient la relation simple suivante : 

( Vl + v|) = (v 2 + v 2 ) (3.77) 

Le systeme d’equation devient : 
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m 


/ 2 / 1 \ 
(Vi-Vj) = — (v 2 -v 2 ) 


m , 


(3.78) 


(vj + v|) = (v 2 + v 2 ) 
La somme de ces deux equations donne : 


m 


~ " l 2t * \ / * \ 

2vj = — (v 2 -v 2 ) + (v 2 + v 2 ) 


m. 


2v, = (— + l) v 2 + [ 1 - — ) v 2 


m. 


m 


v, = 


2 Vl - ( 1 - — ) v 2 
V m [/ 

m 2 . 

m. 


V~) - 


2 m l v l + ( m 2 - m l )v 2 


m 2 + Wj 


(3.79) 

(3.80) 

(3.81) 

(3.82) 


De l’equation (3.77) on en deduit l’expression de la vitesse alge- 
brique v[ : 

( v i + v J ) = (v 2 + v 2 )=>v[ = v 2 + v 2 -V[ (3.83) 

2m l v l + ( m 2 - w 1 )v 2 


v, = 


v, = 


m 2 + 

2 m l v l + (m 2 - m l )v 2 {m 2 + - V[) 


+ 


v, = 


m 2 + m 1 m 2 + m l 

[2 m l ~(m l + m 2 )]vj + [( m 2 - m x ) + (m 2 + m l )]v 2 
m 2 + m x 


v, = 


(w?[ - m 2 )\\ + 2m 2 v 2 


m 2 + m x 


(3.84) 


Exemple 1 :cas particulier ou lesdeux particules sont identiques ( m l = m 2 = m) . 
Les relations (3.82) et (3.83) deviennent : 


2m Vj + (m - m)v 2 
m + m 

(m - m)v j + 2 mv 2 


(3.85) 


m + m 


(3.86) 
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On constate alors que les particules echangent leur vitesse. Ainsi, si la particule m 2 
est immobile avant le choc, alors la particule m, s'arrete apres le choc tandis que la 
particule m 2 est ejectee avec la vitesse qu'avait m,. 


Exemple 2 : cas particulier ou I'une des particules a une masse tres grande devant 
I'autre et est immobile.: 

Soit m 2 » m | => — « 1 et (v 2 = 0).La relation (3.84) devient : 


m, 1 


La relation (3.82) donne : 


2mjV! 


< 2 — iv. = 0 


(3.87) 


(3.88) 


La particule tres massive (correspondant a la cible) n'acquiert pratiquement pas de 
vitesse alors que la particule tres legere (le projectile) rebondit et retrouve la meme 
vitesse qu'a Taller. C'est le cas d'une balle de mousse envoyee contre un mur. 



POINTS CLEFS 


> Travail elementaire d'une force pour un deplacement elementaire d7 de 
son point d'application : 

bW=f(M)-d? (3.2) 

>• Travail d'une force dont le point d'application se deplace d'un point /A a un 
point B : 


W ab 0) =J6W(^)= ^(M) ■ dl (3.3) 

A A 

> Puissance instantanee d'une force : 

P{t) = *E= tiAL = ?.*L = (3.18) 

dr dr dr 

>• Energie cinetique d'un point materiel de masse m, vitesse v (par rapport a 
un referentiel d'etude) 



(3.26) 
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>- Theoremede l'energie cinetique: 

Dans un referential galileen, la variation d'energie cinetique d'un point 
materiel, soumis a un ensemble de forces exterieures, entre une position A 
et une position B, est egale a la somme des travaux de ces forces entre ces 
deux points : 

mv 2 A = E C (B)-E C (A) = A E c = ^W A ^ B (F ext ) (3.27) 

>• Force conservative et variation d'energie potentielle 

Le travail W ab (?L) d' une force conservative ~fie Xt ne depend pas du 
chemin suivi mais uniquement de I'etat initial (etat A) et final (6). II existe 
alors une fonction appelee energie potentielle dont la variation entre deux 
points A et B est egale a I'oppose du travail de la force conservative entre 
ces deux points. 

W AB (PZt) = E p (A) - E p (B) = -A E p (3.28) 

>• L'energie potentielle se definit a une constante pres. Celle-ci est determi- 
nee par le choix de I'origine des energies potentielles. 

>- Definition integrale de l'energie potentielle : 


pe C x til = E p (A) - E p (B) 

(3.30) 

A 

> Definition differentielle de l'energie potentielle : 


6 W(Pf xt ) = -d7 = -d E p 

(3.31) 

> Definition locale de l'energie potentielle : 


~Pe X t = -gracL Ep 

(3.32) 

-±C dEp ^ dEp ^ dEp-^ 

F ext — — U x — ; W y — ; U z 

ox dy oz 

(3.33) 


>- Energie potentielle de pesanteur : 


E PP ( Z ) = m s - 

• avec E pp ( 0) = 0 (3.38) 

axe Oz oriente vers le haut 
>• Energie potentielle elastique : 

EpJAI) = -k(AI) 2 

PE 2 (3.46) 

allongement A I = I-I 0 

> Energie mecanique :E = E c + E P 
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> Theoreme de I'energie mecanique : 

La variation d'energie mecanique d'un systeme entre deux points A et B 
est egale a la somme des travaux des forces non conservatives appliquees 
au systeme entre ces deux points. 


—>NC 

A E = E(B)-E(A) = ^W A ^ B (E ext ) (3.59) 

>• Systeme conservatif : I'energie mecanique est constante 
>- Position d'equilibre et stabilite : 

Equilibre stable pour x = x a , alors E p (x) est minimale pour x = x 0 


d h 

dx 


( X o ) = 0 


,2 

et — y( x o) > 0 

dx~ 


> Choc entre particules materielles formant un systeme isole ou pseudo 
isole: 

• Conservation du vecteur quantite de mouvement totale 

• Choc elastique : conservation de I'energie cinetique 

• Choc inelastique : I'energie cinetique ne se conserve pas 


EXERCICES 


3.1 Police scientifique 

Le conducteur d’une voiture de masse in =1,6/ freine en urgence afin 
d’eviter la collision avec un autobus a l’arret. Le choc ne peut etre 
evite mais heureusement il ne fait aucune victime. Les marques sur la 
route indiquent que la voiture a eu besoin de 25 m pour s’arreter. Le 
conducteur affirme qu’il roulait a une vitesse inferieure a 50 km-h _1 
mais un temoin de V accident affirme le contraire. 

Des tests effectues par des experts scientifiques ont montre que le 
coefficient de frottement entre les pneus de la voiture et la route est de 

p c = 0,6. 

Calculer la vitesse de la voiture et determiner qui du conducteur ou du 
temoin a raison ? 

Reponse : v = 61,7 km-h^ 1 

3.2 Esquimau 

Un esquimau aimerait atteindre un point C situe a D = 1 ,9 km du 
point B. Pour cela il s’elance du point A, situe a une hauteur 
h = 200 m au-dessus de B, sans vitesse initiale. 

La masse totale du traineau et de V esquimau est de 200 kg et le trai- 
neau glisse sans frottement sur la pente AB. Sachant qu’a partir de B 
des frottements de glissement de coefficient p c = 0,1 interviennent, 
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calculer la distance d’arret d. L’esquimau va-t-il atteindre son 
objectif ? 


A 



Reponse : d = 2000 m 

3.3 Batman 

Batman, poursuivi par un ennemi, court sur le toit d’un immeuble. 
Pour passer sur le toit de l’immeuble voisin situe a une hauteur 
h = 3 m au-dessus de lui, il doit franchir un vide large de D = 8 m 
(voir figure). Pour franchir ce vide. Batman fait un saut de 1 m et se 
saisit d’un cable vertical (L = 10 m) accroche a une grue. Au moment 
ou il se saisit du cable la vitesse de Batman est horizontale et vaut 
v a = 8 m-s _1 . 



1) Faire le bilan des forces appliquees a Batman et en deduire si 
Batman est un systeme conservatif ou non. 

2) Calculer l’energie mecanique au moment ou Batman se saisit du til 
(preciser le choix de l’origine des energies potentielles). 

3 ) Donner l’expression generale de l’energie mecanique de Batman en 
fonction de l’angle 0 que fait le til avec la verticale. 

4 ) Determiner Tangle maximal 0 max que peut atteindre Batman. On 
prendra g = 9,81 m-s -2 

5 ) Batman va-t-il reussir a passer sur le toit voisin ? 

Reponses : 4 ) Q max = 47,6° ; 5 ) oui 
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3.4 Batman suite... 

Le poursuivant de Batman court a 2 m-s _1 . II se saisit lui aussi du 
cable vertical en conservant sa vitesse initiale. 

1) Sachant que le poursuivant ne peut atteindre le toit voisin et qu'il 
reste accroche au til, donnez l’expression generate de son energie 
mecanique en fonction de 0. 

2) Sachant que 0 reste faible donner T equation du mouvement 

e =f(t). 

3) En deduire l’angle Q max . 

Reponse : 3) 6 max = 1 1 ,6° 

3.5 Trampoline 

Un enfant de masse m = 40 kg saute depuis une hauteur h = 1 m sur 
un trampoline assimile a un ressort de constante de raideur k = 4 000 
N-m -1 (voir figure). On repere les altitudes sur un axe vertical oriente 
vers le haut, Torigine O est prise au niveau du trampoline. 

On prendra g = 1 0 m • s -2 . 



(a) trampoline au repos, la masse m est a I'altitude h avec une vitesse nulle. 

(b) Trampoline comprime au maximum. 

1) Preciser quelle est la vitesse de l’enfant lorsque le trampoline est 
comprime au maximum (z = z m < 0) ? 

2) En utilisant les expressions de l’energie mecanique de l’enfant a 
differents instants (correspondants a la figure), donner la compression 
maximale d = (~z m ) en fonction de m, g, h et k. Calculer d. 

3) Si l’enfant ne pousse pas sur ses jambes a quelle hauteur h' du 
trampoline va-t-il remonte ? 

4) L’enfant exerce en z m une poussee verticale qui lui permet de 
monter a une hauteur It" = 2 m. Sachant qu’une cacahuete fournit 
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10 calories d’energie (1 calorie = 4,18 J), combien de cacahuetes 
1’ enfant devra-t-il manger pour recuperer toute l’energie depensee 
lors de la poussee ? 

Reponses : 1) v = 0 ; 3) h ' = 1 m ; 4) 10 cacahuetes 

3.6 Partie de billard 

Severine et Antoine jouent une partie de Pool anglais. Ce jeu est une 
variante du billard qui requiert 16 billes de masse m = 0,5 kg : une 
blanche dite bille de choc, une noire dite bille de but, 7 billes rouges 
et 7 billes jaunes. Le but du jeu est de rentrer toutes les billes de sa 
couleur, et ensuite la noire, directement ou indirectement et dans 
n’importe quel trou. Certaines fautes entrainent la perte definitive de 
la partie : 

• Rentrer la bille noire avant d’ avoir rentre ses 7 billes de couleurs. 

• Rentrer la bille blanche en meme temps que la bille noire. 

A la fin de la partie, il ne reste plus que la boule blanche et la boule 
noire sur le tapis (figure ci-dessous) et c’est a Antoine de jouer. 


1,85 m 

> 



Antoine veut mettre la bille noire dans le trou en bas a droite. Pour 
cela il donne une vitesse v B = 1 m • s _1 a la bille blanche dans la direc- 
tion Ox vers la bille noire. On suppose que le choc entre les deux 
billes est elastique. On note v B ' et v. v ' les vecteurs vitesses respecti- 
vement de la boule blanche et de la noire. 

a) Determiner la valeur de l’angle a que doit faire v v ' avec la direc- 
tion Ox pour que la bille noire entre dans le trou. 

b) Calculer les vitesses v B ' et v^' . 

c) Calculer Tangle (3, correspondant a la direction, par rapport a l’axe 
Ox, de la boule blanche apres le choc. 
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d) Qui de Severine ou d’Antoine a gagne la partie ? 

Reponses : a) a = 60° ; b) v' N = 0,50 m-s _1 et v' B = 0,87 m-s _1 ; 
c) p = 30° ; d) Severine 

SOLUTIONS 

3.1 Police scientifique 

Systeme : voiture 
Referentiel terrestre galileen 

— > — ^ 

Bilan des forces : Le poids P, la reaction normale au sol R n et la 

force de frottement / permettant 1’ arret (force opposee au deplace- 
ment). 

Le travail de f sur une distance d, d’un point A (debut de freinage) a 
un point B (arret) est : 


Le poids et la reaction normale sont des forces perpendiculaires au sol 
et done ne travaillent pas pendant la periode de freinage : 


La variation d’energie cinetique entre le point A (vitesse v) et le point 
B (arret v = 0) est : 


D’apres le theoreme de l’energie cinetique, cette variation d’energie 
cinetique est egale a la somme des travaux de toutes les forces agis- 
sant sur le systeme. On a done : 



A 


A 


A 


W AB (P) = W AB {ln) = o 


1 2 1 2 1 2 1 2 

AE = -mvj> — -mv A - 0 - -mv = —mv 
c 2 B 2 A 2 2 


AE, 


C 




D’apres le principe fondamental de la dynamique : 
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Le poids P et la reaction R „ se compensent (pas de mouvement 
done d’ acceleration suivant la verticale) : /’ + /?„ = 0 => R n = mg 
Au cours du mouvement on a : / = \x c R n = u ( r«g : 

2 2 

Finalement : 2 fd = mv => 2dii ( mg = mv~ 

C’est-a-dire : v = J2p c gd = Jl • 0,6 • 9,81 • 25 = 17,1 m-s _1 
= 61,7 km-lr 1 

L’automobiliste roulait bien a une vitesse superieure a la vitesse 
reglementaire. 

3.2 Esquimau 



> Entre A etB : 

Systeme : trameau+esquimau 
Referentiel : terrestre et galileen 

Forces appliquees : le poids P et la reaction normale du sol R ,, 

Ces forces sont toutes les deux conservatives, il n’y a pas de frotte- 
ment, le systeme est done conservatif. L’energie mecanique de ce 
systeme se conserve : A E = 0 =>E m (A) = E m (B ) 

2 

On a: E m = E c + E pp ou E c = Ulmv est l’energie cinetique et 
E l’energie potentielle de pesanteur. Avec un axe vertical oriente 
vers le haut et en choisissant de prendre l’energie potentielle nulle a 
1’ altitude 0 on a : E pp = mgz 

On a : en A, altitude z A et vitesse v A = 0 et en B, altitude v B = 0 et 
vitesse v B . On en deduit : 

E„,(A) = mgz A = E m (B) = ~mv 2 B 
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> Entre B et C : 

Systeme : traineau+esquimau 
Referentiel : terrestre et galileen 

Forces cippliquees : le poids P et la reaction normale du sol R „ et la 
force de frottement / . 

Cette force de frottement n’est pas conservative. Dans ce cas, la varia- 
tion d’energie mecanique totale entre deux positions correspond au 
travail des forces non conservatives entre ces deux positions c’est-a- 

dire ici au travail de / . On a done : 

A E m = EJQ-EJB) = W BC (f ) = jr/d? = f-fdl = -fjdl = 

B B B 

L’ energie mecanique totale en C est nulle car 1’ altitude et la vitesse 
sont nulles (z c = 0 et v c = 0 ). On a vu precedemment que l’ener- 

gie mecanique totale en B correspond d V energie mecanique totale en 
A. On en deduit : 

E m {C) -E m (B) = 0 -E m (B) = - EJA ) = - mgz A = - fd 

Principe fondamental de la dynamique : P + R„+f = m~ci 
La projection suivant Oz (pas de mouvement z = 0 ) donne : 
mg - R n = mz = 0 => R n = mg 
Au cours du mouvement on a la relation : / = p ( R n f = a ( R n . 
Finalement on obtient : 

mgz A = fd = p c R„d = \i c mgd - 


, z A 200 _ AAA 

d = — = = 2 000 m. 

p c 0,1 


L’esquimau peut atteindre le point C. 

3.3 Batman 

1) Systeme mecanique : Batman 
Referentiel : terrestre galileen 




Forces appliquees : Poids P force conservative et la tension T du til 
qui ne travaille pas (la force est toujours perpendiculaire au deplace- 
ment). II n’y a pas de frottement. Le systeme est done conservatif. 
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2) En choisissant l’energie potentielle de pesanteur nulle lorsque 
Batman se saisit du fil, l’energie mecanique totale est : 


E m = E c + E p = E c = \ mV ), 


3 ) A tout instant l, on a : E = E + E 


^ ^ 1 2 
Expression de I’energie cinetique : E c - -mv . 


Batman decrit un arc de cercle de rayon L. La vitesse v s’ exprime 

simplement en fonction de la vitesse angulaire 0 par : v = LQ. On a 
done : 


r 1 2 1 2 a 2 

h r = -mv = -mL 0 
c 2 2 


Expression de I’energie potentielle de pesanteur : 

Avec un axe vertical ascendant on a: E p = mgz avec z 1’ altitude a 
l’instant t , par rapport a la position initiale de Batman. 

En projetant le til de longueur L a la date t sur la verticale (voir figure) 
1’ altitude z a pour expression : 

z = L- Lcos0 = L( 1 - cos0) 

Finalement on obtient 1’ expression de l’energie mecanique de Batman 
en fonction de 0 : 


E m = ^wZ‘0" + mgL(\ -cos0) 

4 ) La conservation de l’energie s’ecrit : 

E m = \ mv l = ^tnL 2 Q" + mgL( 1 - cos0) 
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L’ angle sera maximal lorsque la vitesse angulaire 0 s’annulera. On a 

2 

alors : -mv] = mgL( 1 - cos6 max ) => cos6 max = 1 - -2- 
2 2 gl 


cos0 = 1 - — = 1 -0,326 = 0,6738 => 0 = 47,64° 

max 2-10-9,81 max 

5) Pour repondre a cette question il faut determiner si Batman 
peut aller au-dessus de li = 3 m et s’il peut franchir la distance I) - 
1 m = 7 m. 


L-h 

cos0 max = : on en deduit h = L( 1 - cos0 max ) =3,26m> 

h = 3 m 

On a aussi sin0 max = ^ , on en deduit cl = 7,38 m>D-l=7m 
Done Batman va atteindre le toit voisin. 


3.4 Batman suite... 

Systeme : le poursuivant 
Referentiel : terrestre galileen 

Forces appliquees : Poids P force conservative et la tension T du til 
qui ne travaille pas (la force est toujours perpendiculaire au deplace- 
ment). II n’y a pas de frottement. Le systeme est done conservatif. 

1 ) Par definition on a : E m = E c + E p 


\ 

Expression de I’energie cinetique : E c = - m v 


Le poursuivant decrit un arc de cercle de rayon L. La vitesse v 
s’exprime simplement en fonction de la vitesse angulaire 0 par : 
v = L0 . On a : 

r 1 2 1 2 a 2 

t = -mv = -mL 0 
c 2 2 


Expression de I’energie potentielle de pesanteur : 

Avec un axe vertical ascendant on a : E p = mgz avec z 1’ altitude a 
l’instant t, par rapport a la position du point initialement a la verticale. 


Solutions 
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En projetant le fil de longueur L a la date l sur la verticale (voir figure) 
E altitude z a pour expression : 

z = L- Lcos0 = L( 1 - cos0) 

Finalement l’expression de l’energie mecanique en fonction de 0 est : 
E m = ^mL 2 Q + mgL(l - cos0) 


2 ) Le systeme etant conservatif, l’energie mecanique totale se 
conserve : 


E,„ = cte 


d E n .. 
— = 0 soit : 
d t 


d E 
d t 


tJ ^ Z0 ' 2 + ^( 1 - cos0 ) 

dtL2 


mL = mL 


^1,00 + g0sin0 


= 0 


D’ou, puisque 0^0: 0(10 + gsin0) = 0 0 + ^sin0 = 0 

Pour 0 suffisamment petit on a sin0 « 0 : 

0 + -0 = 0 
L 

On obtient 1’ equation differentielle du second ordre sans second 
membre caracteristique de l’oscillateur harmonique. 

La solution de cette equation s’ecrit sous la forme : 

0 = 0 m cos((o o f + cp) 
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ou 0 m et qp sont des constantes qui dependent des conditions initiales 
et co 0 = est la pulsation propre de l’oscillateur. 

L’ expression de la vitesse angulaire est : 

0 = -0 m co o sin(co o t + cp) 

Calcul des constantes 0,„ et qp : 


Pour t = 0 on a 0(0) = 0 et v 0 = L6(0) => 0(0) = j 


0(0) = 0 m cosqp = 0=>qp = 


0(0) = -0 m cn o sinqp 



co 0 Zsinqp 


JC V 

On choisit de prendre 0 ()) positif soit alors : qp = — — et 0 m = — — 

2 (0 o L 

Ainsi on obtient V equation du mouvement : 


0 = — — cosf(x) 0 i- = -^_sin( 0 o i 
co 0 L \ 0 2) co a L 

La periode des oscillations est donnee par la relation : 


T o = — = 2ji /- = 2ji 
co„ Vg 


10 

9,81 


= 6,34 s 


3 ) D’apres l’equation du mouvement on voit que 0 est maximal lors- 
que le sinus vaut 1 c’est-a-dire : 


fi _ n _ 

u max — °/?i — 


CO ± 




2 

V98J 


0,2 rad - 11,6° 


Remarque : sin0 m = 0,2006 = 0 m ce qui justifie V approximation qui a 
ete faite. 


3.5 Trampoline 

1 ) Lorsque le trampoline est comprime au maximum (z = Z m < 0) 
l’enfant a une vitesse nulle. 

2 ) Systeme : l’enfant 
Referentiel terrestre galileen 


Solutions 
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> Initialement (debut du saut) : 

Forces appliquees : uniquement le poids P = /n| (force conserva- 
tive) 

L’ enfant est situe a l’altitude h par rapport au trampoline au repos et 
sa vitesse est nulle. Avec l’axe Oz vertical vers le haut et en choisis- 
sant l’origine O au niveau du trampoline au repos l’energie potentielle 
a pour expression : E = mgh. 

L’energie mecanique totale E mi a pour expression : 

E m, = E c + E p = E pp = m g z = m g h 

> Lorsque le trampoline est comprime au maximum : 


Forces appliquees : Le poids P = mg et la tension T du ressort 
(forces conservatives qui derivent des energies potentielles respecti- 
vement E pp de pesanteur et E pe elastique). 

L’ enfant est situe maintenant a l’altitude z m < 0 (le trampoline est 
comprime ) par rapport au trampoline au repos et sa vitesse est nulle 

(E c = 0). 

L’energie potentielle de pesanteur a pour expression : E pp = mgz m . 


L’energie potentielle elastique s’ecrit : E pe 



2 

m • 


L’energie mecanique totale E mf a done pour expression : 


E mf ~ 


+ E p - 


E pp + E pe 


rngz m + 


1 


kz 


2 

m 


Le systeme est conservatif done l’energie se conserve : E mi = E mf . 

1 2 

Avec z m = -d(d> 0), on obtient 1’ equation : mgh = -mgd + -kd~ 


d 2_2jng d _2mgh = Q ^ d = ,ng + /mg\ 2 + 2 mgh (la solution 
k k k k / k 

doit etre positif). 

A.N. : On a mg = 40- 10 = 400 N, k = 4 000 N/m et h = 1 m. 


d = 


400 
4 000 


400 V 
4 000/ 


2.400 
4 000 


10 + 


-L + A 

100 10 


1 a/21 a rr 

= — + - — = 0,56 m 
10 10 
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3) On a toujours conservation de l’energie mecanique. Pour l’altitude 
maximale h ' la vitesse de l’enfant est nulle soit : 


4) 11 faut ajouter l’energie E fournie par l’enfant ce qui donne comme 
nouvelle energie mecanique E m : 


Quand l’enfant est a V altitude h" (sa vitesse est nulle) on a: 


II y a conservation de V energie c’est-a-dire E m = E m ' soit: 


AN. : E = mg(h"-h ) = 400 J 

Le nombre de cacahuetes necessaires pour apporter cette energie est : 
1 cacahuete apporte 10-4,18 = 41,81 done : 
n = E/41, 8 « 9,6 soit 10 cacahuetes. 

3.6 Partie de billard 


b) Le systeme {m g , m N } etant pseudo isole, on a d’apres le principe 

d’inertie la conservation du vecteur quantite de mouvement totale du 
systeme. 

On a avant le choc : p = mv B = mv B u x . 






a) On a immediatement tana = — — c’est-a-dire a « 60° 


0,4 


Apres le choc : p = mv B ' + mv N ' = m[v B '+v N '\ 

Avec : v B ' = ( v s 'cos|3) ~u x -( v 5 'sinp) tl v et 
v N = ( v^'cosa) u x + ( v^ sina) u y 


p = m[ v a 'cos(3 + v^'cosa] ~u x + m[ v^'sina - v fi 'sin(3]^ v 
En projetant cette relation sur les axes Ox et Oy on a : 



Solutions 
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De plus le choc etant elastique, il y a conservation de l’energie 
cinetique : 

77 1 2 1 ,2 1 ,2 2 1 2 ( 2 / 7 \ 

E c = ~ mv B = -mv B +-mv N ^>v B = v B +v N (3) 

On a done un systeme de trois equations a trois inconnues. 

En passant les termes en v N ' a gauche et en mettant les equations (1) 
et (2) au carre on obtient : 

fOs-Vcosa) 2 = (v s 'cos|3) 2 (1) 

I (v^'sina) 2 = (v 5 'sin(3) 2 (2) 

C’est-a-dire encore : 

fv B - 2v 5 v iV 'cosa + (v^'cosa) 2 = (v s 'cos|3) 2 (1) 

1 (v^'sina) 2 = (v 5 'sin|3) 2 (2) 

On additionne (1) et (2) : 

2 2 2 2 2 
v 5 _ 2 v s v JV 'cosa + (v^'cosa) + (v^'sina) = (v 5 'cos|3)“ + (v B 'sin|3) 

2 2 2 2 2 2 2 

v 5“2v s v JV 'cosa + v n' (cos a + sin a) = v B ' (cos (3 + sin (3) 

v b ~ 2v s v w 'cosa + Vjv' 2 = v B ' 2 (4) 

On utilise la relation (3) pour calculer v B ' en fonction de v N ' et v B et 
on reintroduit cette expression dans l’equation (4). 

On obtient alors : 

v s - 2v 5 v A r'cosa + v N ' 2 = V B ' 2 = v 2 b -v n ' 2 (4) 
C’est-a-dire : 

2 

2v B v A r'cosa = 2v A r'“ => v N ' = Vgcosa 
En utilisant la relation (3) on peut calculer v B : 



A.N. : v N ' = v s cosa = 1 • cos60° = 0,50 m-s _1 

v B ' = J 1 -0,5 2 = 70J5 =0,87 m-s- 1 
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c) Pour calculer P angle (3 on peut utiliser la relation (1) ou (2) : 


(2) : 0 = v^'sina - v 5 'sin|3 => sin|3 


v^'sina _ o,5 • sin60° 
V “ 0,87 


v R - v a r cosa 

(1) : Vg = v fi ’cos|3 + v^’cosa => cos|3 = ■■■■■ - « 0,86 

V B 

A.N. : on obtient (3 = 30° 

Remarque : on trouve que a = (3 = 90° ce qui est un resultat plus 
general. 

d) Pour savoir qui a gagne il faut savoir si la bille blanche va elle aussi 
entrer dans un trou. 

On voit sur le schema que l’angle |3 C pour lequel la bille blanche entre 
dans le trou est egal a : 

tan (3 = C ^r . Z . M2 = 0,575 => (3 = 30° 

0,4 

Puisque (3 r = (3, la bille blanche entre dans le trou, il y a done faute 
d’Antoine et e’est Severine qui remporte la partie. 


OBJECTIFS PLAN 



Oscillateurs 
mecaniques libres 


4.1 Oscillateur harmonique 

4.2 Oscillateur amorti 

4.3 Points cles 

>- Definir I'oscillateur mecanique 

>• Presenter les aspects dynamiques et energetiques de I'oscillateur 
mecanique 

>- Apprendre comment les frottements fluides influencent le mouvement 
de I'oscillateur. 


4.1 OSCILLATEUR HARMONIQUE 
a) Definitions 
Equation horaire 

On appelle oscillateur harmonique tout systeme dont le parametre 
ou degre de liberte x(t) qui le caracterise est une fonction sinusoi- 
dale du temps. Cette fonction peut se mettre sous la forme : 

x(t) = X m cos(a t + cp) (4.1) 


Les differents termes intervenant dans cette expression ont deja ete 
definis dans le chapitre 1 paragraphe 1.5 (Mouvement rectiligne sinu- 
soidal). Nous les rappelons ci-dessous. 

> La grandeur x(t), appelee par definition l’elongation (ou la posi- 
tion) a l’instant t, varie entre les valeurs -X m et X m appelee elonga- 
tion maximale ou amplitude du mouvement. 

> La quantite (at + qp), homogene a un angle (unite radian, sans 
dimension), est la phase a l’instant t, l’angle qp correspondant a la 
phase a Lorigine t = 0. La grandeur in est la pulsation du mouve- 
ment et s’exprime en rad-s _1 . L’ allure de 1’evolution du parametre 
x en fonction du temps t d’un oscillateur harmonique de pulsation 
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to = 6,28 rad-s -1 , d’amplitude x m = 5 cm est representee sur la 
figure 4. 1 . 


La periode T des oscillations est le temps mis par roscillateur pour 
revenir a une position identique quelque soit le choix de cette posi- 
tion. C’est aussi le temps mis pour faire une oscillation complete 
ou un « aller-retour ». Mathematiquement la periode T est definie 
par : 

3T/\ft x(t + T) = x(t) 


La fonction cosinus est une fonction periodique de periode 2n. On 
en deduit l’expression de T en fonction de la pulsation (voir § 1.5 
(Mouvement rectiligne sinusoidal)) : 

[co(f + T) + cp] - [cot + cp] = 2 ji => U)T = 2n 

9 jr 

T = — (4.2) 

co 



Figure 4.1 Representation, en fonction du temps, de la position d'un oscilla- 
teur harmonique d'amplitude maximale X m = 5 cm et de periode T= 1 s. 


La frequence /, nombre d’oscillations par seconde correspond a 
l’inverse de la periode T :/= 1/71 Sur la representation de la figure 4.1 
la periode est de T = 2jt/co = 2 ji/ 6,28 = 1 s et la frequence de/= 1 Hz. 

II existe d'autres expressions equivalentes pour la fonction x(f). En effet, la fonction 
sinus est equivalente a la fonction cosinus decalee de it/2.0n peut done ecrire : 

JC 

X m cos(co t + cp) X m sin(co/ + 4>) avec : cj) = cp + - . 
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De meme, en utilisant les relations trigonometriques il est possible 
d’exprimer la fonetion x(t) comme une combinaison de fonction sinus 
et cosinus. On peut ecrire : 

X m cos(oo t + qp) <?> X m [costotcoscp - sincofsinqp] 

X m cos(co t + qp) <» (X m coscp)cos(ot + (-X m sinqp)sin«d 
X m cos((x) t + qp) <$> A m cosu>t + 5 m sincot 
A m = ^„cosqp et B m = -X m sinqp 

Comme nous le verrons plus loin, le choix de la forme de la fonc- 
tion depend des conditions initiales du mouvement de l’oscillateur. 
On choisit, en general, la forme la plus simple respectant ces condi- 
tions. 


Equation differentielle 

En reprenant les resultats obtenus au chapitre 1 § 1.5 (Mouvement 
rectiligne sinusoidal) on a : 

> La fonction x(t) : 

x(t) = X m cos(cnt + qp) 

> La derivee premiere de la fonction x(l) (la vitesse) : 

x = -X m sin((ot + qp) 

> La derivee seconde de la fonction xil) (L acceleration) : 

x = -X m (josin((nf + qp) =>x = -X m co cos(mf + qp) 

On constate que l’acceleration peut s’exprimer en fonction de x(t). 

••2 2 
La relation est : x = -X m <a cos((of + qp) = -to x(t) . 

L’ equation differentielle du mouvement est done : 

x + (i) 2 x = 0 (4.3) 



C'est I'equation differentielle de I'oscillateur harmonique. 



Reciproquement: Si I'equation differentielle du mouvement d'un point repere par 
une variable x est de la forme x+ Cx = 0 avec C une constante positive (C> 0 ), 
alors la solution est celle d'un oscillateur harmonique. En posant co = Jc on a : 
x(t) = Z,„cos(o it + qp) ou X m et cp sont deux constantes dependant des condi- 
tions du probleme qui se traduisent en general par les conditions initiales (valeurs 
al'instantf = Odex(f) = x(0) = x a etdex(r) = x(0) = v a ). 
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b) Exemples d'oscillateurs harmoniques 
Le pendule elastique horizontal 

C’est le cas d’une masse m accrochee a l’extremite libre d’un ressort 
et se deplagant sans frottement suivant une direction Ox horizontale 
(voir figure 4.4 : le support n’est pas represente). Le ressort de raideur 
k est a spires non jointives pour pouvoir travailler aussi bien en etire- 
ment qu’en compression. 



Ressort a l’equilibre 
(ni etire, ni comprime 

Ressort deforme a un instant t 
Allongement A l = x 


Figure 4.4 Pendule elastique horizontal : la masse m, accrochee a I'extre- 
mite libre d'un ressort de raideur k, se deplace suivant un axe horizontal. 

L’origine O choisie correspond a la position de m lorsque le ressort 
est ni etire, ni comprime (position d’equilibre). Dans ce cas, 
l’abscisse x de la masse m a un instant t quelconque correspondra 
exactement a 1’ allongement du ressort. 11 suffit d’etirer le ressort et de 
lacher la masse pour que le systeme se mette a osciller. Etudions ce 
mouvement. 

> Systeme etudie : la masse m 

> Referentiel d’etude : referentiel terrestre (lie au support du ressort) 
et qui peut etre considere galileen. La masse est reperee par son 
abscisse x sur un axe horizontal Ox (voir figure 4.4). 

> Bilan des forces appliquees : la tension T = -kxu x du ressort, le 

poids P = m~g et la reaction R du support de la masse. Les frot- 
tements etant negliges cette reaction est perpendiculaire au support 
et s’oppose au poids (voir figure 4.4 : le support n’est pas repre- 
sente). 

>• Principe fondamental de la dynamique : P + R + T = m~a 

> Projection suivant la verticale (axe Oz) : R-P - mz = 0 (pas de 
mouvement vertical, la masse reste sur l'horizontale). 
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> Projection suivant l’horizontale (axe Ox) : -kx = mx 

' .. k 

> Equation differentielle : x + — x = 0 

m 

Le rapport klm etant positif, on obtient 1’ equation differentielle 

•• 2 

d’un oscillateur harmonique de la forme x + co 0 x = 0 en posant : 


co 


O 



(4.4) 


La pulsation co 0 , qui ne depend que de la masse m et de la raideur k 
du ressort, est appelee la pulsation propre de l’oscillateur. La solu- 
tion est de la forme : 

x(t) = X m cos(w 0 t + cp) (4.5) 


La masse oscille done indefiniment avec une periode propre T a des 
oscillations donnee par la relation suivante : 



Les constantes, amplitude maximale X m et phase a l’origine cp, 
dependent des conditions du probleme. On indique souvent les condi- 
tions initiales qui sont en general : a l’instant l = 0, on allonge le 
ressort d’une quantite X D et on lache sans donner de vitesse. Cela se 
traduit mathematiquement par : 

x(t = 0) = X a et x(t = 0) = v(0) = 0 (4.7) 

En derivant la fonction x(t) on obtient V expression de la vitesse 
(voir chapitre l,paragraphe 1.5.b mouvement rectiligne sinusoidal) : 

x(t) = -X m co 0 sin(co 0 i + cp) (4.8) 

Les conditions (4.7) conduisent au systeme suivant a resoudre : 


*(0) =X 0 = ^ ffl coscp 
[v(0) = i(0) = 0 = -X m co 0 sin(p 


(4.9a) 


L’ amplitude maximale X m n’ etant pas nulle, de la deuxieme equa- 
tion on tire cp = 0 ou q> = jt. 

Les solutions possibles sont done : 

cp = 0 ^X Q = X m coscp = X m 
x(t) = X o C 0 SU) o t 


(4.9b) 
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ou 


v = n^X a = X m coscp = -X m 

(4.9c) 

x(t) = -X m cos(o3 0 t + Jl) 

Les deux solutions sont identiques puisque : cos (x) a t = - 

cos(o) 0 f + ji). On conserve la premiere (4.9b) qui correspond a une 
amplitude positive et a une expression plus simple de la solution. 


Ce resultat montre aussi pour quelle raison, en mecanique, on choisit de donner la 
solution de I'oscillateur harmonique sous forme d'un cosinus (expression 4.5) et non 
d'un sinus. 


Le pendule elastique vertical 

Le plus souvent la masse est suspendue a un ressort et peut done 
osciller verticalement. On elimine ainsi les frottements solides possi- 
bles avec un support. Dans un premier temps on peut aussi negliger 
les frottements fluides avec l’air environnant. 

Lorsque le systeme est a l’equilibre, le ressort presente un allonge- 
ment A l e . La masse oscillant autour de cette position d’equilibre, il est 
plus commode de choisir de reperer la position de la masse par 
rapport a la position d’equilibre. Dans ces conditions, l’abscisse x ne 
correspondra pas avec Lallongement du ressort (voir figure 4.5 et 
l’encart 2.1 du chapitre 2). 

Le systeme constitue de la masse in est etudie dans le referentiel 
terrestre galileen. 11 y a deux forces exterieures agissant sur le 

systeme : le poids P = m g de la masse et la tension du ressort T 
du ressort. Avec un axe vertical oriente vers le bas et un vecteur 

unitaire ~u on peut ecrire : 

P = m~g = mgu et T - -kAlu 

> Etude a 1’equilibre : le principe fondamental de la dynamique 
donne : 

p + T e = 0 =>mg-kAl e = 0 (4.10) 

> Etude en mouvement (instant t) : le principe fondamental de la 
dynamique donne : 
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Ressort Equilibre Position 

a vide avec une masse quelconque 


Figure 4.5 Pendule elastique vertical : la masse m, accrochee a I'extremite 
libre du ressort est reperee par rapport a sa position d'equilibre. 

L’allongement du ressort a l’instant t, avec l’origine coincidant 
avec la position d’equilibre, est donne par l’expression (voir figure 4.5 
et l’encart 2.1 du chapitre 2) : 

M = Al e + x (4.12) 

L’ equation (4.11) s’ecrit done : 

mg - k(Al e + x) = mx=> mg- Al e -kx = mx 
En tenant compte de la condition d’equilibre (4.10) on obtient : 

-kx = mx=>x + —x = 0 (4.13) 

m 

L’ equation differentielle est identique a celle obtenue pour le 
pendule elastique horizontal. Cependant il faut remarquer que la 
variable x ne represente pas la meme chose dans les deux cas. Pour le 
ressort horizontal, la variable x correspond a l’allongement du ressort 
(origine prise lorsque le ressort est ni etire, ni comprime). Pour le 
ressort vertical, la variable x repere la position de la masse par rapport 
a sa position d’equilibre pour laquelle le ressort presente deja un 
allongement A l e . 
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Energie mecanique pour le pendule elastique 


Le pendule elastique sans frottement constitue un systeme conser- 

vatif. Les deux forces, poids P = m~g et tension T du ressort, 
que subit la masse du systeme sont des forces conservatives qui 
derivent d’une energie potentielle (voir chapitre 3). 


> Cas du pendule elastique horizontal : le poids ne travaille pas. La 
masse reste a la meme altitude et l’energie potentielle de pesanteur 
est une constante au cours du mouvement de la masse. On peut 
choisir cette constante nulle (origine des energies potentielles de 
pesanteur). II ne reste done que l’energie potentielle elastique qui 
depend de l’allongement du ressort. Cet allongement correspond a 
la variable x et l’energie potentielle elastique s’ecrit alors (voir 
chapitre 3 § 3.2.d, relation 3.46) : 


E pe = hx 2 


avec A 1 = l-l a = x allongement du ressort 


> Cas du pendule elastique vertical : cette fois le poids travaille au 
cours du mouvement de la masse. L’energie potentielle associee au 
systeme peut s’ecrire alors comme la somme deux termes : 
l’energie potentielle de pesanteur et 1’ energie potentielle elastique. 

On peut aussi remarquer que la somme ( P + T ) des forces 
conservatives exercees sur la masse est une force conservative qui 
derive de cette energie potentielle. 

La resultante F des forces s’ecrit (relation 4.1 1 et 4.12) : 

F = P + T = [mg - k(AI e + x)]~u 
En considerant la condition d’equilibre (4. 10) mg - kAI e = 0, on a : 

— ^ ^ > 

F — P + T = -kxu 

La variable x represente ici la position de la masse par rapport a la 
position d’equilibre (voir figure 4.5). L’ expression du travail elemen- 

taire de cette resultante pour un deplacement elementaire d xu 
permet d’obtenir l’energie potentielle (voir chapitre 3 § 3.2.d, relation 
3.46). On a : 


bW(F) = F ■ dl = -kxu ■ d xu = -kxdx = -di^kx j = -d{E p ) 


4.1 • Oscillateur harmonique 


165 


On obtient done comme expression de l’energie potentielle : 



avec comme origine des energies potentielles 


E p ( 0) = 0. 

Le resultat est identique a celui obtenu pour le pendule horizontal. 


II est interessant de verifier que cette energie potentielle aurait pu etre obtenue en 
effectuant la somme des energies potentielles de pesanteur E pp dont derive le 
poids et elastique EpE dont derive la tension du ressort. Pour cela il faut choisir une 
origine commune pour les differentes energies potentielles. II est logique de pren- 
dre cette origine pour x = 0. Dans ces conditions, avec un axe Ox dirige vers le bas, 
on a : 

• E PP = - mgx (I'energie potentielle de pesanteur diminue en descendant) (voir 
paragraphe 3.2.3.a). 

1 2 

• E pe = -k(AI) + constante avec I'allongement A/ = A I e + x. 

1 2 

• E pe (x) = -k(Al + x) + constante 


L’ origine etant prise pour E PP (0) = 0 la constante n’ est pas nulle 
et correspond a : 


1 


1 


E pe ( 0) = -k(Al e ) + constante => constante = —k{Al e ) 


L’energie potentielle elastique s’ecrit alors : 

E pe (x) = ±k(Al e + x) 2 -\k(Al e ) 2 

E pe (x ) = ~k[x 2 + 2xAl e + (Al e ) 2 - (A/ e ) 2 ] = ^kx" + kxAl e 

L’energie potentielle totale du systeme est done : 

1 2 

E P = E pp + E pe = - mgx + -kx +kxAl e 
En utilisant la relation d’equilibre (4.10) mg -kAl e = 0, on a : 


1 


1 


E P = -kx + x[kAl e - mg\ = -kx 

On retrouve evidemment la meme expression. La deuxieme 
methode est evidemment un peu plus longue et il vaut done mieux 
determiner I’energie potentielle a partir de la resultante des forces. 
Dans les deux cas, I’energie mecanique du systeme s’ecrit : 

E = E r + E P = -mx 2 + -kx" 


(4.14) 
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II est possible de retrouver I'equation differentielle du mouvement a partir de la 
conservation de I'energie. En effet, le systeme etant conservatif I'energie mecani- 
que est une constant et sa derivee est nulle (voir chapitre 3 § 3.2.f). On peut done 
ecrire : 


— = 0 => 2-mxx + 2-kxx = Q=>x\mx + kx 1 = 0 
dr 2 2 


La vitesse n’etant pas une fonction identiquement nulle on en 
deduit : 


x[mx + kx ] = 0 => mx + kx = 0 


Le pendule pesant simple 

C’est le cas d’une masse m suspendue a un fil de longueur /. La posi- 
tion d’equilibre correspond a la verticale du lieu. 

On ecarte la masse de cette position et on la lache sans vitesse. On 
constate qu’elle oscille. Ce probleme a ete traite en exemple dans le 
chapitre 2 § 2.4 Points clefs c). 

L’ etude du mouvement de la masse se fait dans le referentiel 
terrestre galileen. Les frottements etant negliges, il n’y a que le poids 
de la masse et la tension du fil comme forces exterieures au systeme. 
La masse decrit une portion de cercle de rayon / (longueur du fil). La 
tension du fil, dirigee suivant le fil, est une force radiale toujours 
perpendiculaire au deplacement de la masse. Le travail de la tension 
au cours du mouvement est done nul. 



Figure 4.6 Le pendule simple en equilibre (a) et en mouvement (b) 
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Le systeme est conservatif. II est possible alors de retrouver le 
resultat obtenu au paragraphe 2.5.C en considerant que T energie totale 
se conserve. Le systeme est parfaitement defini par la connaissance de 
la fonction 0(0 qui repere la position du til par rapport a la verticale 
(voir figure 4.6). II suffit d’exprimer T energie mecanique en fonction 
de cette variable. 

L’energie potentielle correspond a l’energie potentielle de pesan- 
teur. Avec un axe Ox vertical oriente vers le bas et comme origine 
E p {0) = 0, cette energie s’ecrit (voir paragraphe 3.2.c) : 

E P = -mgx = -mgOH = -my /cos 0 (4. 1 5) 

L’energie cinetique s’exprime en fonction de la vitesse. Celle-ci 
peut s’ecrire en coordonnees polaires (voir paragraphe 1.5.c relation 
1 . 66 ) : 

OM = I~u p => v = 1Q~uq 

L’ expression de l’energie cinetique est done : 

T7 1 2 1 ,2a2 

E r = -mv = -ml 0 
c 2 2 

L’energie mecanique s’ecrit alors : 

E = E P + E C = -mg/cos0 + ^m/"0 


D’apres le theoreme de l’energie mecanique, cette energie est cons- 
tante et sa derivee par rapport au temps est nulle. On a done : 



/dr /2d0 rv 

rngl— Lcos0J + -ml = 0 

at 2 at 


- m 


,d(cos0)d0 , 1 , 2 r,Ad 0 n 

gl— — + -ml 20— = 0 

5 d0 dt 2 d t 


mg/0sin0 + m/ 2 0— = 0 => m/0[gsin0 + 70 ] = 0 
at 

La fonction vitesse angulaire n’etant pas identiquement nulle il 
reste : 


gsin0 + 70 = 0 => 0 + £sin0 = 0 

Dans le cas ou 1’ angle 0 est petit e’est-a-dire lorsque le sinus est 
assimilable a Tangle, l’equation differentielle devient : 

0 + |0 = 0 


(4.16) 
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C’est T equation de l’oscillateur harmonique de pulsation propre : 


(O 


O 



(4.17) 


Nous retrouvons ainsi le resultat obtenu au paragraphe (2.4 Points 
clefs c). 



^approximation angle « petit » signifie qu'on peut assimiler la valeur de Tangle en 
radian a son sinus. Pour un angle a = 20° = 0,349 rad on a sin20° = 0,342. L'erreur rela- 
tive commise en assimilant Tangle avec son sinus est de : (0,349 - 0,342)/0,349 = 2 %. 
Cette approximation est done tres souvent justifiee. 



II est logique de choisir Torigine des energies potentielles lorsque la masse est dans 
sa position d'equilibre 0 = 0. Dans ces conditions, Texpression (4.15) de Tenergie 
potentielledevient: 

E P (Q) = -mglcosQ + C 


La constante C se determine avec le choix de l’origine des 
energies : 

E P (0) = 0 => 0 = -mg/cosO + C => C = mgl 
On obtient alors l’expression suivante : 

E P (Q) = mg/[l-cos0] 

Dans le cas ou l’angle est suffisamment faible on peut ecrire : 

r\2 

sin0 « 0 et cos0 = 1 - — =>l-cos0 = — 

2 2 

On obtient done finalement : 

M9) = \mglQ 2 (4.18) 

L’energie mecanique s’ecrit : 

E = E P + E c = iffi/ 2 ^ 2 + l -mglQ 2 (4.19) 


c) Etude energetique de I'oscillateur harmonique 

Dans le cas du pendule elastique, en utilisant Texpression (4.4) de la 
pulsation propre de I’oscillateur (co" =k/m ), Tenergie mecanique 
(4.14) peut s’ ecrire : 


E = 



+ -kx 2 
2 


1 -2 1 2 2 

-mx + -/iifflj 
2 2 0 


(4.20) 
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Dans le cas du pendule pesant simple, en utilisant l’expression 
(4.17) de la pulsation propre de l’oscillateur (co 0 = g//), l’energie 
mecanique (4.19) peut s’ecrire : 

E = I m/ 2 0 2 + ~mgIQ" = + im/ 2 (O 2 0 2 (4.21) 


Les expressions sont tout a fait similaires : la variable x du pendule 
elastique est analogue a la variable (/0) du pendule pesant simple. 

L’energie instantanee est l’energie de 1’ oscillateur a l’instant t. En 
prenant le cas, a titre d’exemple, du pendule elastique, il suffit de 
reporter dans l’expression (4.20) de l’energie les expressions (4.5) de 
x(t) et (4.8) de x(t) . On obtient pour l’energie cinetique : 


E c 



et x 


-X m (o 0 sin(m 0 i + qp) 


= ^«®^,sin 2 ((o 0 t + cp) 


(4.22) 


Pour l’energie potentielle : 


1 2 2 

E P = -moq 0 x et x = X m cos(o) 0 t + cp) 


^>E P = lrnm 2 0 X 1 m cos 2 ((x) 0 t+<p) (4.23) 

L’energie mecanique s’ecrit done : 

E = E c + E P ^> E = i/7un 2 2^ I [cos 2 ((x) 0 i + qp) + sin 2 (a> 0 i + qp)] 


2 2 

Sachant que cos a + sin a = 1 et en utilisant la relation 
k = m(ti 0 : 

E = = l -kX 2 m (4.24) 

Nous retrouvons ici le fait que l’energie mecanique de ce systeme 
conservatif ne varie pas au cours du temps : l’energie mecanique est 
une constante du mouvement. II y a echange continuel entre l’energie 
potentielle et l’energie cinetique. La figure 4.7 montre 1’ evolution de 
ces diverses energies au cours du temps. L’energie potentielle est 
maximale lorsque cos 2 (co 0 t + qp) = 1 e’est-a-dire lorsque xU) = ±X m . 

On a alors E P (t) = 1/2 kX^ n et sin 2 (( 0 H / + qp) = 0 : l’energie cinetique 
est nulle et minimale. Au contraire, l’energie cinetique est maximale 
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lorsque la masse passe par sa position d’equilibre qui correspond 
alors a une energie potentielle nulle minimale. 

De plus, au cours d’une oscillation complete, la masse passe deux 
fois par sa position d’equilibre (dans un sens puis dans 1’ autre) et 
atteint deux fois une elongation maximale (X m et -X m ). Les energies 
potentielle et cinetique oscillent done deux fois plus vite. La periode 
des oscillations de ces energies correspond a la moitie de la periode 
propre T 0 des oscillations. 



Figure 4.7 Representation en fonction du temps des energies potentielle 
E p (t), cinetique E c (f) et mecanique E. L'energie mecanique est a tout instant 
une constante. Les energies potentielle et cinetique oscillent avec une 
periode egale a la moitie de la periode propre T 0 des oscillations x(f). 


Ce resultat peut se retrouver en utilisant les formules trigonometri- 
ques suivantes : 

cos 2 a = ^(l-cos2a) et sin 2 a = ^(l+cos2a) 

Les differentes energies peuvent encore s’ecrire : 


E c = i»7cn"2^sin 2 ((n 0 t + qp) = iwa) 2 J^,[l + cos2(co 0 / + cp)] 


E p = L>ma 2 0 Xf n cos 2 ((i) 0 t + (p) = ~nmlx 2 m [l - cos2(m 0 t + cp)] 

E c = ^kX^[l + cos(2co 0 t + 2tp)] 

e p = Jfc*£[l-cos(2a) 0 f + 2(p)] = hilfj 1 + cos(2a) 0 t + 2cp + it)] 
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Ces expressions montrent bien que les energies potentielle et cine- 
tique sont en opposition de phase (dephasage de jt l’une par rapport a 
l’autre voir figure 4.7) et qu’elles oscillent avec une pulsation de 2<n 0 
(double de la pulsation propre) et done avec une periode deux fois 
plus faible que la periode propre. 



II est possible de determiner la valeur moyenne temporelle de ces energies en 
remarquant que la valeur moyenne d'un cosinus ou sinus sur un nombre entier de 
periodes est nulle (fonctions symetriques par rapport a I'axe des temps) on a : 

( E c) t = \ kx L\. \ + (cos(2cV + 2(jp)),] = X -k)C m 

( e p ), = i^[i-<cos(2co 0 t + 2cp)) ( ] = hr; n 


On a done le resultat suivant : 

{E c ) t = (E P ) t = l -k^ m = l -E 


4.2 OSCILLATEUR AMORTI PAR FROTTEMENT VISQUEUX 

Le pendule elastique comme le pendule pesant, se comporte comme 
un oscillateur harmonique a la condition de negliger tout frottement. 
11 oscille alors theoriquement sans jamais s’arreter. En realite, la 
masse se deplace dans un fluide (en general l’air) et il existe done 
toujours des forces de frottement de type visqueux. La forme de la 
masse qui se deplace ainsi que la viscosite du milieu ambiant peuvent 
faire que ces forces de frottements ne soient plus negligeables. 
L’ oscillateur est alors amorti et fini par s’arreter. 

a) Equation differentielle et solutions 

Reprenons le cas du pendule elastique (vertical par exemple). L’ etude 
de l’oscillateur amorti se fait de la meme faqon que precedemment en 
ajoutant une force de type frottement fluide (coefficient de frottement 
visqueux a) de la forme : 

-> ■ — > 

/ = -a v = -ax u 

L’ equation differentielle (4.13) du mouvement de la masse 
devient : 

P + T + 7* = m~a => mg- k( AI e + x) - ax = mx 

En tenant compte de la condition d’equilibre (4.10) mg = kAI e , 
on a : 


- kx-ax = mx 
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mx + ax + kx = 0 
Cette equation s’ecrit encore : 

JC + -x + -x = 0 (4.25) 

m m 

Ce n’est plus l’equation differentielle d’un oscillateur harmonique 
mais celui d’un oscillateur amorti par frottement fluide. Pour alleger 
les expressions qui viendront par la suite, il est pratique (la raison 
apparaitra un peu plus loin) de poser : 

- = 2 A. et <o 2 = - (4.26) 

m m 


( 0 o correspond a la pulsation propre de 1’ oscillateur c’est-a-dire la 
pulsation avec laquelle il oscillerait de faqon sinusoidale si les frot- 
tements etaient negligeables : P oscillateur est alors un oscillateur 
harmonique. 


Le coefficient de frottement a est homogene a une force divisee par une vitesse 
c'est-a-dire une masse multipliee par une acceleration divisee par une vitesse. Ce 
coefficient s'exprimeen kg-s -1 et done le coefficient X en s _1 . 


Finalement l’equation differentielle de l’oscillateur amorti s’ecrit : 
x + 2~Kx + ojgX = 0 (4.27) 

Cette equation est une equation differentielle lineaire du deuxieme 
degre. Les solutions sont exponentielles. En effet il s’agit de trouver 
une fonction solution dont la derivee seconde et premiere sont propor- 
tionnelles a la fonction elle-meme. Nous cherchons la solution sous la 
forme : 

x = Ae rt (4.28) 

La determination de r se fait en reportant cette solution dans 
1’ equation differentielle. On peut ecrire : 

d (Ae' 1 ) . a 

x = = rAe = rx 

d t 

dx d (Ae") a 2 rt 2 

x = — = = Ar e = r x 

d t d t 

Le report de cette solution dans l’equation differentielle conduit a : 

w . / 2 a , k\ A rt A _ 2 , a , k A 
Vf r +—r+—)Ae = 0 => r +— r+— = 0 
V m ml m m 
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r~ + 2 Ar + oo“ = 0 


(4.29) 


L’ equation (4.29) s’appelle equation caracteristique de l’equation 
differentielle. Sa resolution permet de determiner les solutions de 
L equation differentielle dans les differents regimes d’amortissement. 
Comme il s’agit d’une equation du second degre, il importe de distin- 
guer trois cas qui correspondent a la valeur positive, nulle ou negative 
du discriminant. Le discriminant de cette equation s’ecrit : 

A = (2A) 2 - 4oo 2 = 4(A 2 -oo 2 ) (4.30) 


La forme des solutions depend du signe de ce discriminant : 

> Cas A > 0 => A > to => — > /— => a > 2 Jkm . Il existe alors 


2 m 


m 


2 racines reelles. Cela correspond au cas ou le coefficient de frotte- 
ment est suffisamment grand. L’amortissement est fort. 


> Cas A<0=>A<oo 0 => — < — => a < 2 Jkm . Il n’y a pas de 


2 m 


m 


racines reelles mais deux racines complexes. Cela correspond au 
cas ou le coefficient de frottement est suffisamment petit. L’amor- 
tissement est faible. 


> Cas A = 0 => A = co n => — = a = 2 Jkm = a r . Il 

2 m 

existe une racine double reelle. C’est un cas particulier oil l’amor- 
tissement est intermediaire aux deux amortissements precedents et 
qui est appele amortissement critique. Le coefficient de frottement 
a alors une valeur particuliere dependant de la raideur k du ressort 
et de masse m. 


b) Oscillateur a frottement faible 
Expression de I'elongation x(t) 

C’est le cas ou les frottements ne sont pas trop importants et oil le 
discriminant de l’equation caracteristique est negatif. On a la 
condition : 

A < 0 => A < oo => — < /— =>a<2 Jkni (4.31) 
2 m ym 

En faisant apparaitre le signe negatif puis en introduisant 1’ imagi- 
nable pur i tel que i 2 = -1, le discriminant (4.30) peut s’ecrire : 

A = 4(A 2 -oo 2 ) = -4(co 2 - A 2 ) = 4/ 2 (oo 2 -A 2 ) 
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Les racines du discriminant sont des complexes imaginaires purs 
(voir annexe pour les rappels sur les complexes) et s’ecrivent : 


VA = A ]4i 2 (w 2 0 -'k 2 ) = ±2iJ(o 2 0 -'k 1 
Les solutions de 1’ equation caracteristique sont done : 


j\ = 


-2X±2iJ(o 2 - A 2 


= -A±/ a /co 2 -A 2 


Posons £2 = ^J(o 0 -A on obtient les deux racines complexes : 
r. = -A + i £2 

(4.32) 

r = -A - z£2 

Les deux solutions possibles de 1’ equation differentielle sont : 

, r +t . (-X+ iQ)t - Xt . iQt 

x + = A + e = A + e = e A + e 

. rj (-\-i£i)t -\t . —iQt 

x_ = A_e = A + e = e A_e 

La solution generale de V equation differentielle est done une 
combinaison lineaire de ces deux solutions et s’ecrit : 


/ \ — . i£it i — / O / -< 

x(t) = x + + x_ = e [A + e +A_e J 


(4.33) 


2 2 

avec £2 = A /co„ - A et A = a/2 m 


Les coefficients A + et A_ dependent des conditions initiales. On 
peut montrer que se sont deux complexes conjugues (voir encart 4.2) 
ce qui permet de donner une expression reelle de la solution sous la 
forme : 

x(t) = X m e~ Xt cos(£2? + qp) (4.34) 

avec X m et qp deux constantes determinees par les conditions initiales. 

Enfin, en decomposant le cosinus (voir paragraphe 4. La) il est 
possible d’ecrire aussi : 

x(t) = e _? " r [X 0 cos£2r + L 0 sin£2t] (4.35) 

avec X a et Y a deux constantes determinees par les conditions initiales. 
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Encart 4.2 Regime pseudo-periodique 

La solution de l’equation differentielle de l’oscillateur faiblement 
amorti est de la forme : 

x{l) = e~ x, [A + e lQl + A_e _,Q/ ] 

Les constantes A + et A_ dependent des conditions initiales. Du 
point de vue mathematique elles peuvent etre des complexes. 
Cependant, la solution doit etre reelle puisque physiquement on 
observe un mouvement de la masse. La somme, entre crochets, des 
deux termes complexes doit done donner un reel. Les parties imagi- 
naires de ces deux complexes doivent done etre opposees. Posons : 

A + = a + ib et A_ = c + id 

On a alors : 

A + e lQt = (a + ib)(cosQt + zsinOt) 

A + e lQt = (rzcosQf + hsinQz) + i(bcosQt + usinOz) 

A _ e -iQt = ( c + id)(cosQt - zsinQt) 

A _e~ ,Qt = (ccosQt + dsin£2t) + i(dcosQt - csinQt) 

La condition Im (A + e iat ) + Im (A_e~ iQl ) = 0 se traduit par : 

(bcosQt + asinOt) + ( dcosQt - csinQr) = 0 
Vt ; (b + d)cosQt + (a- c)sin£2t = 0 
Ceci impose done les relations : a = c et d = -b. On a alors : 

A + = a + ib et A_ = a — ib 
Les constantes sont conjuguees et peuvent s’ecrire : 

A + =Ae k p et A_ = A* + =Ae~ i( f 
Finalement on obtient le resultat suivant : 

[A e'^ 1 + A — Ae i<f e‘ at + Ae _,lfl e _ ' £3r = A(e , ( £2r+< F + g-KQt+t p)) 
\A + e lQt + A_e ~' at ] = A[2cos(Qt + qp)] 

En posant 2A = X m , l’elongation x(t) peut s’ecrire : 

x(t) = e~ x, [A + e' Qt + A_e -,Q '] = X m e~ x, cos (Qt + qp) 


Exemple de calcul pour la determination des constantes 

Les conditions initiales les plus souvent utilisees correspondent au cas 
ou on tire sur le ressort jusqu’a une amplitude X max et on lache sans 
vitesse initiale. Cela se traduit done par : 

x(t = 0) = X max et x(t = 0) = 0 


176 


Chapitre 4 • Oscillateurs mecaniques libres 


En utilisant l’expression (4.35) on obtient simplement la relation : 


x(t) 


— o~Xt 


[X 0 cos£2t + L 0 cos£2t] => x(0) = X a = X n 


La derivee de l’elongation donne la vitesse qui s’ecrit comme la 
derivee d’un produit de fonction. On obtient : 

x(t) = -Xe~^[X 0 cosQt + L 0 cos£2f] + e _A - r [-X ( ,QsinQt + F 0 £2cos£2f] 
Les conditions initiales se traduisent done par : 
x(0) = X 0 = X max 
[x(0) = -XX a + Y 0 Q = 0 

La resolution de ce systeme de deux equations a deux inconnues ne 
presente pas de difficulty et donne : 

X =X max et Y = -X n 

L’expression de l’elongation s’ecrit alors : 


x(t) = X max e 


-XI 


X 

cosQ t + — sinQ? 
Q 


ou encore, en remplacant /. par son expression (4.26) : 

a . r 


*(0 = X max e 


2 m 


cosQt + 


a 


2mQ 


■ sinOt 


avec £2 = 


2 a 
oi- — 


4/w' 


Le regime pseudo-periodique 

Dans le cas de faible amortissement, la solution x(t) est done de la 
forme (voir 4.34) : 

x(t) = X m e~ Xt cos(Qt + cp) 

I 2 2 

avec £2 = *Jw 0 -X etX = a/2m 

ha figure 4.8 represente 1’ allure de cette fonction au cours du temps 
avec les conditions initiales du paragraphe vu precedemment. L’elon- 
gation x(t) s’ecrit comme le produit d’une exponentielle decroissante 
avec une fonction sinusoidale. 

La fonction cosinus variant entre -1 et +1, l’elongation x(t) va 
osciller en restant comprise entre -X m exp(-Xl) et X m exp(-A.f). Ces 
deux exponentielles represente l’enveloppe du mouvement de 
l’oscillateur e’est-a-dire les positions extremales prises par x lorsque 
le temps s’ecoule. La decroissance de la fonction exponentielle est 
guidee par le coefficient X = a/2 m qui traduit 1’ amortissement plus ou 
moins prononce du mouvement. Lorsque a est nul le mouvement est 
non amorti et l’on retombe sur le cas de l’oscillateur harmonique. 
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Figure 4.8 Mouvement d'un oscillateur amorti par frottement fluide dans le 
cas d'un amortissement faible. L'amplitude des oscillations decroit de fagon 
exponentielle (traits pointilles). Le regime est pseudo periodique, T repre- 
sente la pseudo-periode. 


Le terme cos(Q t + qp) traduirait la periodicite du mouvement s’il 
n’y avait pas d’ amortissement. Le mouvement n’est plus periodique 
puisqu’au bout du temps 7T elongation de l’oscillateur ne reprend pas 
la meme valeur : x(t) * x(t + T) l’amplitude des oscillations diminue 
avec le temps. On parle done de mouvement pseudo-periodique. La 
pseudo-periode T correspond a l’intervalle de temps qui separe deux 
passages par la position d’equilibre x = 0 dans le meme sens ou qui 
separe deux maxima consecutifs (voir figure 4.8). Elle est donnee 
par : 


T = 


2jt 

~Q 



et L = a/2 m 


(4.36) 


La grandeur £2 s’appelle la pseudo-pulsation et est inferieure a la 
pulsation propre co 0 . La pseudo-periode peut s’exprimer en faisant 
apparaitre la periode propre T 0 de l’oscillateur harmonique (absence 
de frottement) : 



i-L' 

2 

«n/ 


> T„ 


T. 


t 

2 


(4.37) 
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La pseudo-periode est superieure a la periode propre. Du fait des 
frottements, la masse met un peu plus de temps pour faire un aller et 
retour et 1’ amplitude de son mouvement diminue. 

Dans le cas ou l’oscillateur est tres faiblement amorti (X « <n o ) il 
est possible de donner une expression approchee de la pseudo-pulsa- 
tion et de la pseudo-periode. On a : 


Q = 



(O, 


, 2 \ 

1 - — 

2 


1 

2 


Avec 1’ approximation suivante :e«l=>(l+e)“=l + ae, on a: 


X , 
— «1 
C0„ 


£2 « to. 


1 - 


X 


2 \ 


2 a> 2 J 


La pseudo-pulsation Q est voisine de la pulsation propre co 0 . De 
meme pour la pseudo-periode : la relation 4.37 devient : 

l 


II 

i 1 2 \ 

2 

- T n 

( \ 1 \ 

i + A_ 

u 

l ( 0 2 J 

O 

v 2(13 


Pour X < 0,1 co 0 , on constate que T = T 0 avec une erreur relative 
inferieure a 0,5 %. L’ expression de T s’ecrit encore, avec X = a/2 m : 


T = 


1 + 


a 

“7 2 

8w a i 0 ' 


> T„ 


(4.38) 


La pseudo-periode T a une valeur tres proche de la periode propre 
T 

O' 

La determination du coefficient de frottement a (ou du facteur X) 
peut se faire experimentalement en comparant la valeur de deux 
maxima consecutifs. Si le n ,ime maximum est atteint a la date t = t n , le 
maximum suivant apparait a la date t n+l = t n + T. Pour ces deux dates, 
l’elongation x(t) s’ecrit : 

x(t n ) = x n = X m e~ x, » cos(Q t n + qp) (4.39a) 

x(t n+l ) = x n+l = x(t n + T) = X m e~ x ('» +T ) cos[Q(t„ + T) + qp] 

En tenant cornpte que QT = 2n, l’expression de x(t n+x ) devient : 

x n+1 = X m e "e XT cos[Q/„ + £27+ qp] = X m e "e XT cos[Q/„ + 2 ji + qp] 

—\t —XT —"X T 

x„+i = X m e "e cos(£2t„ + qp) ^x fl+1 = e x n (4.39b) 
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II est pratique pour caracteriser l’amortissement d’introduire une 
grandeur 5 appelee decrement logarithmique et definie par : 


8 = 


x„ 


lnf=i 


-XT 


= \]ne~ X7 } = XT 


(4.40) 


La mesure experimentale de 8 et celle de T permet done d’acceder 
au facteur X e’est-a-dire au coefficient d’amortissement a donne par : 

8 = XT = —T^a = —8 
2 m T 


c) Oscillateur a frottement fort 


Expression de I'elongation x(t) 

C’est le cas ou les frottements sont plus importants e’est-a-dire 
lorsque le coefficient d’amortissement verifie la condition : 

X > u) n => — > /— ^>a>ljkni (4.41) 

2m V m 

Dans ces conditions le discriminant (4.30) est positif et il existe 
alors deux racines reelles pour l’equation caracteristique. On a : 

VA = J4(X 2 -03 2 o ) = ±2jx 2 -w 2 0 = ±2(3 

avec (3 = Jx 2 - w] . 

Les solutions sont done : 

-2/.±2(i . R 


/ 2 2 

Sachant que (3 = f j) ~ -w 0 < X on obtient les deux racines reelles 
negatives suivantes : 


fr + = -L + |3 = — (2v — (3) < 0 
\r_ = -L-|3 = -(X + (3) < 0 


Les deux solutions possibles de V equation differentielle sont done 
des exponentielles decroissantes de la forme : 


x+ = A,e * = A,e 


-(X-p)r 
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La solution generale de l’equation differentielle est une combi- 
naison lineaire de ces deux solutions et s’ecrit : 


x(t) = x + + x_ = A + e 




+ A e 


,-(*. + P)< 


(4.42) 


avec 


p = V 

.. 2 2 
k - C0 o 

et 

k = a/ 2 m 


Exemple de calcul pour la determination des constantes 

Reprenons les conditions initiales les plus souvent utilisees corres- 
pondant au cas ou on tire sur le ressort jusqu’a une amplitude X max et 
on lache sans vitesse initiale. Cela se traduit done par : 

x(t = 0) = X max et x (t = 0) = 0 
En utilisant l’expression (4.42) on obtient la relation : 

*(0) = A + + A_ = X max 

La vitesse x(t ) est obtenue en derivant l’elongation x(l). On a : 

x(t) = -(k - |3)e“ (?t “ p) '- (k + |3)e _(X + p) ' 

Les conditions initiales se traduisent done par : 

J x(0) = X max = A + + A_ 

]i(0) = 0 = -(L-|3)A + -(L+|3)A_ 

On obtient le systeme d’ equations suivant a resoudre : 


f(l) A + + A_ - X max 

{(2) (L-|3)A + + (L+|3)A_ = 0 


On elimine le coefficient A_ en multipliant l’equation (1) par 
(k + (3) puis en lui soustrayant (2) membre a membre. On obtient : 

(1) (L + (3) - (2) => (X + |3)A + - (k - (3)A + = (k + |3)X max 
[(L+(3)-(L-(3)]A + = (L + (3)X max 

+ (3) 


2(3 A + = (k + l 3)X n 


■A + = 


P 




-W/ j M 

2 V (3/ 


Le coefficient A_ peut s’obtenir a partir de l’equation (1) : 


A 


= X —A = X 

^rnax ■ ri + ^max 


2 V (3/ 


A 


^4nax / 1 A\ 

~2~\ 
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Finalement, l’elongation s’ecrit : 


xin = — 


P< ! 




ou encore : 


V 

^max 

X{t) = ( 


-Xl 




P 


P 


Cette solution peut encore s'ecrire en introduisant les fonctions sinus et cosinus 
hyperboliques : 


x(t) = X max e 


i- P' -pl 
[e +e 




x(t) = X max e ^'^cosh(pr) + ^sinh(pr)J 


Le regime aperiodique 

La figure 4. 9 donne Failure de la fonction x(t) pour un amortissement 
fort avec les conditions initiales du paragraphe precedent. II n’y a plus 
d’oscillation : l’oscillateur retourne vers sa position d’equilibre sans 
osciller (L elongation garde toujours le meme signe). Le regime est dit 
aperiodique (absence de periode). 



Figure 4.9 Exemple de mouvement d'un oscillateur amorti par frottement 
fluide dans le cas d'un amortissement fort (pointille) et critique (trait plein). 
L'elongation decroit de fa?on exponentielle sans aucune oscillations (condi- 
tions initiales x(0)=X m et vitesse initiale nulle). 
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La decroissance d'une exponentielle exp(-|r|?) est caracterisee par le temps 
x = \/\r\ au bout duquel I'exponentielle est divisee par «e».Apres une duree de 
I'ordre de 4 a 5 x I'exponentielle est pratiquement nulle. Le temps caracteristique 
ou temps de relaxation de I'oscillateur en regime aperiodique va etre determine 
par Involution de I'exponentielle la plus lente parmi les deux exponentielles 
decroissantes qui interviennent dans I'expression de x(f). D'apres (4.2.c) 
\r + \ = X - p < |r_| = X + p. Des deux temps caracteristiques x + = l/|r + | et 
x = l/|r_| c'est le plus grand qui correspondra au temps de relaxation de 
I'oscillateur c'est-a-dire le temps x + = l/|r + | . 


Dans l’exemple du regime aperiodique de la figure 4.9 on a 

<n 2 = — = 4 rad 2 -s -2 . Les valeurs des facteurs ~k et (3 sont 
m 

X = — = 4 s- 1 et p = A 2 - oo„ = Ju = 2jj> = 3,46 s~K Le 
2m 

temps de relaxation de I’oscillateur fortement amorti est alors 
d’ environ : 


T + = 


r +\ 


1 

X-P 


1 

0,536 


- 1,87 s. 


On verifie bien qu’au bout de 5x + - 9,3 s I’oscillateur est revenu a 
la position d’equilibre. 


d) Cas limite de I'amortissement critique 


Expression de I'elongation x(f) 

C’est le cas tres particulier ou le coefficient d’amortissement prend 
une valeur qui annule le discriminant de l’equation caracteristique. 
On a done : 


X = to„ 


2m 


— = * =>a = 2 Jbk 


m 


(4.43) 


Dans ces conditions le discriminant (4.30) est nul et il existe une 
racine double reelle pour l’equation caracteristique. La solution est : 

-2X 
2 


r = 


= -X = -cm 


La solution generale de l’equation differentielle du mouvement de 
I’oscillateur est alors : 

x(t) = (At + B)e~ Wot (4.44) 

avec les constantes A et B dependant des conditions initiales. 
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Exemple de calcul pour la determination des constantes 

Reprenons les conditions initiales habituelles (voir 4.2. b) : 
x(t = 0) = X max et x(t = 0) = 0 
En utilisant I'expression (4.44) on obtient la relation : 

*(0) = B = X max 

La vitesse x(t ) est obtenue en derivant I'elongation x(t) qui se presente comme 
un produit de fonction. On a : 

• -CD f -CD / -CD / 

x(t) = Ae + (At + B)(- ct> 0 )e = (A - Ba> 0 -Aa> 0 t)e 

Les conditions initiales se traduisent done par : 

*(0) = X max = B 
x(0) = 0 = A - Bcj 0 
La resolution de ce systeme d'equations est simple et donne : 

B = X max 

A = Bi o a = w 0 X max 

L'elongation x(t) est done de la forme : 

-0 it 

x(t) = X mdx (a 0 t+ l)e 


Le regime critique 

La figure 4.9 represente l’elongation x(t) dans ce cas particulier 
appele le regime critique. La encore, il y a retour a la position d’equi- 
libre sans aucune oscillation (1’ amplitude garde le meme signe). II 
faut no ter que ce re tour se fait plus rapidement que pour le regime 
aperiodique. 

Le temps de relaxation pour le regime critique correspond a 
x e = l/c 0 o . En reprenant les valeurs numeriques de la figure 4.9, on a 

(o 0 = k/m = 4 rad 2 -s -2 et on obtient x c = l/a> 0 = 0,5 s. Au bout 
d’environ 2,5 s a 3 s l’oscillateur est revenu a la position d’equilibre. 

De fa?on general, le temps de relaxation t + pour le regime aperio- 
dique est toujours plus important que celui x c du regime critique ce 
qui revient a dire qu’on a toujours la relation : 
I 2 2 

r.| = /, - - u> 0 < co Q . En effet, cette condition revient a ecrire : 


k < Cj0 o + 



, 2 2 2 2, - IT 2 2 

k <C0 o + (L -co 0 ) + 2co 0 *]k -co 0 ; 


/ 2 2 

On obtient la condition toujours verifiee : 0 < 2co 0 ^jk - co 0 
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Contrairement a ce qu’on aurait pu penser, un amortissement trop 
important retarde le retour a l’equilibre de l’oscillateur. Dans le cas ou 
on desire un retour rapide a l’equilibre (par exemple pour les amortis- 
seurs d’une automobile) il vaut mieux se rapprocher le plus possible 

du regime critique defini par X = a/2 m = co 0 => a = ijmk. 

e) Etude energetique de I'oscillateur amorti 

Contrairement a I’oscillateur harmonique, I’oscillateur amorti n’est 
pas un systeme conservatif. L’energie du systeme n’est pas une cons- 
tante et sa variation au cours du temps va correspondre au travail 
negatif des forces de frottenrent. Cette energie diminue et la perte 
correspondante est en general evacuee sous forme de chaleur. 

En appliquant le theoreme de L energie mecanique (voir chapitre 3) 
on obtient : 

- >NC -> ^ ^ 7 

dE = 5 JL( Fext ) = / dl = -a v • ( vd t) = -av dt 

La variation d’energie par unite de temps est done egale a : 

d E 2 „ 

— = -av < 0 
dt 

On retrouve bien une variation negative de l’energie e’est-a-dire 
une perte d’energie au cours du temps. 

Un oscillateur n’est jamais vraiment harmonique mais est souvent 
faiblement amorti. Pour qu’il puisse osciller comme un oscillateur 
harmonique il sera necessaire d’apporter regulierement de l’energie 
pour compenser la perte. C’est le role par exemple du contre-poids 
dans une horloge a balancier. On obtient ainsi un oscillateur entretenu 
qui peut servir a mesurer le temps. 

Dans le cas d’un amortissement tres faible il est possible d’estimer 
la perte d’energie au cours de chaque oscillation. Pour cela il suffit de 
comparer les energies mecaniques de l’oscillateur E(t n ) a l’instant t n 
correspondant au n ieme maximum et E(t n+l ) a l’instant t n+1 = t n + T 
quand l’oscillateur atteint le maximum suivant apres une duree 
correspondant a une pseudo-periode. Si x(t n ) = x n (voir relation 4.39a) 
alors x{t n+] ) = x n+l = e~ XT x n (voir relation 4.39b). Pour ces deux posi- 
tions l’energie cinetique est nulle et l’energie mecanique est done 
egale uniquement a l’energie potentielle du systeme. On peut ecrire : 

E (t„) = ijkx n et E(t n+l ) = -kx n+] = -k{e x n ) = -ke x n 
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Le rapport des ces deux energies donne : 


E(t n+ 1) 
E{t n ) 


1 , 2 - 2 XT 

-kx„e 

2 " 



2 

n 


-2KT 

e 


La variation relative d’energie mecanique, en valeur absolue, au 
cours d’une pseudo-periode est donnee par : 


|A£| = E(t n+l ) - E(t n ) 
E{t n ) E(t„) 


Sachant que l’energie diminue avec le temps on obtient : 

|A£l _ E(t n )-E(t n+ 1) _ f c - 2 xr 
E{t n ) ~ E(t n ) 


> Cas d’un oscillateur tres faiblement amorti : L/co 0 « 1. 

Dans ces conditions, la pseudo periode T est voisine de la periode 
propre T a de 1’ oscillateur harmonique sans amortissement (voir rela- 
tion 4.38). La perte relative d’energie sur une periode devient : 

|A£l , -2 ^ t „ , A. , 

1 = 1 -e avec 2 XT = 2k — = 4jt — « 1 

E (0 o w 0 


Le coefficient de l’exponentielle etant tres faible, il est possible de 
faire un developpement limite au premier ordre de la fonction expo- 
nentielle et d’utiliser 1’ approximation suivante : e « 1 e £ = 1 + e. 
L’ expression de la perte relative d’energie devient : 

!M = 1 - e ~ 2XT °~ 1 -(1 -2kT 0 ) = 2kT a 

' O' O 


1M 

E 


2k T = — 2ji 
tm 


Pour caracteriser la dissipation d’energie il est pratique d’intro- 
duire un coefficient sans dimension appele facteur de qualite, note Q 
et defini par : 


Q = 2n- 


energie du systeme 


(4.45) 


perte d’energie par periode 
Plus ce facteur Q est important et plus la perte relative d’energie est 
faible. Il est infini pour 1’ oscillateur harmonique. Ce facteur vaut ici : 
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Dans le cas du ressort amorti, avec ), = — et on 

7 O 0 

2 m 



on a : 


(o 0 _ mu 0 
^ 2\ a 


aco„ 


= -Jmk 
a 


(4.47) 


Plus l’amortissement est faible (petite valeur du coefficient de frot- 
tement) et plus ce facteur Q est important (moins de perte relative 
d’energie). Q augmente aussi avec l’inertie m et la raideur k de 
l’oscillateur. 



Ce facteur de qualite peut s'exprimer en fonction du decrement logarithmique 
6 = XT = |ln(x JI + 1 /x„)| (voir (4.40). La perte relative d'energie s'ecrit : 


(A E[ 
E 


-TkT 


-28 


Si l’amortissement est tres faible on a 8 « 1 et on peut ecrire : 

!M = 1 -e“ 28 = 25 
E 

On obtient alors : 


F ?7T 

Q = 2n— = — 
* A E 28 


jt 

8 



(.'equation differentielle de I'oscillateur peut s'ecrire en fonction du facteur Q.On a 
alors : 


•• , a • , k n 
x + —x + — x = 0 : 


..03 2 

> X + X + U)„X = 0 

Q 


(4.48) 


Le coefficient aim etant homogene a l’inverse d’un temps on peut 
toujours l’ecrire comme etant proportionnel a la pulsation co 0 , le coef- 
ficient de proportionnalite etant sans dimension et note HQ. Avec ces 
nouvelles notations, le type de regime qui sera solution de l’equation 
dependra de la valeur de ce facteur. Le discriminant de l’equation 
differentielle s’ecrit alors : 


OV 2 2/ 1 

A = -2-4(0^ = 4(0o ( — - — - - 

Q V (2 Q) 2 


On a aura done les conditions suivantes : 


> A>0=»C?<I 
^ 2 


Le regime est aperiodique 
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> A = 0 



Le regime est critique 


> A<0 



Le regime est pseudo-periodique. 


Le facteur Q ainsi defini ne correspond a la definition (4.45) que si I'amortissement est 
suffisamment faible c'est-a-dire que les approximations effectuees soit raisonnable- 
mentvalables. 


Exemple : pour 6 = 0,01 soit6 = n/Q= 1 %=>Q = 31,4on a : 

1 - e -26 = 0,01 98 et 26 = 0,02 c'est-a-dire 1 - e~ 26 == 26 a 1 % pres. 


On peut done considerer que le facteur Q rend bien compte de la perte relative 
d'energie par periode des qu'il est superieure a 30. 



La relation (4.38) permet de determiner I'erreur relative commise lorsqu'on 
confond T avec T 0 . On a : 

A T _ T-T a _ t j _ X 2 1 
To T„ T 0 2m 2 8g 2 

Ainsi des que I'on a Q > 3,5 on peut dire que T **T 0 avec une erreur relative infe- 
rieure a 1 %. 



POINTS CLEFS 


>• Oscillateurharmonique : 

2 „ f x(t) = X m cos(m 0 t + cp) 

x + m 0 x = 0 <=> i 

lx(r) = Acosgj 0 1 + Bsmui 0 t 

L'energie mecanique se conserve :E = E P + E C = constante 
>- Oscillateuramorti (frottement visqueux) 

Equation differentielle :x + 2A.x + co^x = 0 

• co 0 pulsation propre. Pour le pendule elastique : m 0 = Jkfnr 

• X facteur caracterisant I'amortissement visqueux. Pour le pendule elasti- 
que X = a/2 m avec a le coefficient de frottement visqueux. 

• Solution de la forme : x(t) = Ae‘ 

• Equation caracteristique :r verifie I'equation du second degre : 

r 2 + 2 Xr + (!)„ = 0 
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• Discriminant de I'equation caracteristique : A = 4 

Selon la valeur du discriminant, il y a trois regimes a distinguer : 


A < 0 : Regime 
pseudoperiodique 

A = 0 : 

Regime critique 

A > 0 : Regime 
aperiodique 

Amortissement 

faible 

Amortissement 

critique 

Amortissement 

fort 

X = X + + X_ 


X = X + + X_ 

A -Xt itjul-*? 
x + = A + e e 

— (0- 1 

x(t) = (At + B)e 

, -Xt 

x + = A + e e 

. -\t -itJml-X 2 


-X! 





La solution pour le regime pseudo periodique peut s'ecrire : 

x(t) = X m e~^'cos(Q 0 t + cp) ou x(t) = e~ kl [X 0 cosQt + 7 a cosQr] 


Ces trois regimes sont des regimes transitoires :au bout d'une duree relati- 
vement breve I'oscillateur retrouve sa position d'equilibre. 


EXERCICES 


4.1 Oscillations libres 

Soit un ressort vertical de constante de raideur k inconnue et de 
longueur a vide l Q = 5 cm. 

a) Un etudiant cherche a determiner experimentalement la valeur de la 
constante k. Pour cela, il trace l’allongement du ressort en fonction de 
la valeur de la masse m qu’il a accrochee au ressort et obtient le resul- 
tat illustre par la figure ci-dessous. Une regression lineaire donne un 
coefficient directeur de 0,655. En deduire la valeur de la constante de 
raideur k. 
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Courbe experimentale et modelisation de I'allongement du ressort en 
fonction de la masse qui y est accrochee. 

b) On accroche maintenant a ce ressort une masse m = 15 g, on ecarte 
la masse de sa position d’equilibre d’une grandeur z,„ = 4 cm et on la 
lache sans vitesse initiale. En considerant que le mouvement a lieu 
sans frottement, determiner 1’ equation du mouvement z=f{t) et 
donner la position de la masse par rapport a sa position d’equilibre 3 s 
apres qu’on l’ait lachee. 

Reponses : a) k = 15 N-m _1 ; b) z(t = 3s) = 2,9 cm 

4.2 Oscillations amorties 

Le ressort de l’exercice 4.1 et la masse (m = 75 g) sont maintenant 
plonges dans un fluide. Lors du deplacement de la masse, le fluide 
exerce sur cette masse une force de frottement visqueux de la forme : 

/ = -a v ou v est la vitesse de la masse. 

1) Determiner l’equation du mouvement z =f(0 dans le cas ou a est 
faible. On n’oubliera pas de determiner les differentes constantes de 
cette equation. 

2 ) Un enregistrement video et un logiciel de capture ont permis de 
tracer la position de la masse m en fonction du temps (figure ci- 
dessous). 

a) D’ apres le trace obtenu, dans quel regime se trouve-t-on : aperiodi- 
que, critique ou pseudo-periodique ? 

b) En deduire l’equation du mouvement de la masse m. 
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A) Courbe experimentale obtenue via un enregistrement video de la position 
de la masse m par rapport a sa position d'equilibre en fonction du temps. 


c) Donner l’expression de ln(z(«7)) en fonction de a, m, n et 7’ oil T est 
la pseudo-periode et n un nombre entier. 

d) Comme le montre la figure B, le trace experimental de ln(z(«7)) en 
fonction de nT (correspondant aux positions marquees par les carres 
pleins sur la figure A) donne une droite de pente -0,5034. En deduire 
la valeur de a. 


-3,8- 



■ 


-4.0- 


-4,2- 

p 

.3 

'n' 

-4,4- 

c 

H-l 

-4.6- 


-4,8- 


-5,0- 


Trace experimental 
Regression lineaire 


Y = -0,5034 X 


\ 


nT [s] 

B) Courbe experimentale de ln(z(nr)) en fonction de nT. 
Reponses : a) pseudo-periodique ; b) a = 0,075 kg-s _1 


Solutions 
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4.3 Systeme oscillant a deux ressorts 

Soit une masse m, attachee de chaque cote a deux ressorts de raideur 
respective k } et k 2 et de longueur a vide l lo et l 2o , se deplagant sans 
frottement suivant une direction horizontal x ' x (figure ci-dessous). A 
l’equilibre, les ressorts ont respectivement une longueur l le et l 2e . 
L’origine O du repere Ox correspond a la position d’equilibre de la 
masse. 

a) On ecarte la masse m de sa position d’equilibre d’une grandeur x B et 
on la lache sans vitesse initiale. Donner l’equation du mouvement 
x =f(t). 



Schema representant la masse m et les deux ressorts lorsque la masse est 
ecarte de la distance x 0 par rapport a sa position d'equilibre. 

b) Donner la constante de raideur k du ressort qui, attache a la masse 
m, conduirait a la meme equation du mouvement. 

Reponse : b) k = kj+k 2 


SOLUTIONS 


4.1 a) Systeme : masse 
Referentiel : terrestre gableen 
Repere : voir figure 

Forces cippliquees : le poids P = m~g = mg~u de la masse et la 

tension exercee par le ressort T = -kAlu ou A/ est l’allongement 
du ressort. 

Principe fondamental de la dynamique : 

On est a l’equilibre (pas de mouvement) d’ou, avec 

T =T e = -k(l-l 0 )u : 

— > — ^ > 

P + T e = 0 
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En projetant cette relation sur l’axe vertical descendant Oz, (voir figure 
suivante) on obtient : 

0 = mg-k(l-l ) = mg-kAl Al = 

k 

avec A / l’allongement du ressort. 



v. v 

(a) ^ (b) z (c) 

Ressort Equilibre Position 

a vide avec une masse quelconque 


La pente de la droite A / =f(m) est done egale a g/k. 

On en deduit la valeur de k experimental : 

£ = 0,665 => k = -Mi = 15 N-m- 1 
k 0,665 

b) Si on projette le principe fondamental de la dynamique sur l’axe Oz 
descendant on obtient : 

mz = mg — k[z + (I - l a )] = mg—kAl-kz 

Or on a vu qu’a 1’ equilibre : mg - kAl = 0 done : 

•• k 

mz + kz = 0 => z + — z = 0 
m 

La solution de cette equation differentielle du premier ordre sans 
second membre est de la forme : 

z = z m cos((of + <p) ou z m et qp sont des constantes qui dependent des 
conditions initiales et co 0 = Jk! m est la pulsation propre de 
l’oscillateur. 

Determination des constantes : 

A t = 0, z = z 0 et v = 0 : 

z = -z m co 0 sin((o 0 i + (p)^>z(0) = -z m ( 0 o sinq) = 0 


Solutions 
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z = z m cos(oV + cp) =>z(0) = z m cosqp = z e 

On obtient done alors : cp = 0 et z m = z 0 

Done P equation du mouvement de la masse m est : 

z = z 0 cosco 0 t 

avec z 0 = 4 cm et co e = Jk/m = Vl 5/0,075 = 10 J2 = 14,14 rad-s _1 

Au bout de t = 3 s on aura z = 4cos(30V2) = 2,95 cm 

4.2 1 ) Systeme : masse 
Referentiel terrestre galileen 
Repere : \o\x figure 

Forces appliquees : le poids P = m~g = mgu de la masse, la 
tension exercee par le ressort T = -kAl~u ou A/ est l’allongement 
du ressort et la force de frottement fluide / = -a v . 

A Tequilibre on a : P + T e = 0 ( / = -a v = 0) 

D’ou en projetant cette relation sur l’axe Oz on obtient : 

0 = mg - k(l - l Q ) 

Principe Fondamental de la Dynamique : 

^ ~rri 

m a = mg + 1 + J 

En projetant cette relation sur l’axe vertical descendant Oz on 
obtient : 

mz = mg - k[z + (l - 1 0 )] — az = mg - k(l - l Q ) - kz - az 

En tenant compte de la condition d’equilibre on obtient : 

7 • •• , a • , k r, 

mz = — kz — az => z + — z + — z = 0 
m m 

OL 

En posant /. = — (facteur d’amortissement) on obtient l’equation 
2m 

differentielle du second ordre sans second membre suivante : 
z + 2A.z + ut^z = 0 (1) 

avec co 0 = Jk/m la pulsation de l’oscillateur harmonique non amorti 
(cf. exercice 4.1). 
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La solution de cette equation est de la forme z = Aexp(rl). En reintro- 
duisant cette expression et celle de ses derivees dans 1’ equation (1) on 
obtient : 

.2 rt r\>\ a rt 2 a rt r, 4 rt, 2 2\ r, 

Ar e +2 KAre + co 0 Ae - 0=>Ae (r + 2hr + 0 ) o ) = 0 

Ainsi resoudre l’equation differentielle (1) revient a resoudre le poly- 

2 2 

nome du second degre : r + 2\r + co a = 0 (2) 


2 2 2 2 

Pour cela on calcule le discriminant : A = 4>, -4u> 0 = 4(>, -co 0 ) 

Trois cas peuvent alors etre envisages en fonction de la valeur de A et 
conduisent a des solutions differentes. Ici on s’interesse au cas de 
l’amortissement faible (a petit c’est-a-dire A < m 0 ), ce qui est equiva- 
lent a dire que A < 0. 

Dans ce cas le polynome (2) admet deux racines complexes de la 
forme : 


r ± 


— 2 A ± i aJ— A 
2 



- X ± ijo) 2 0 - L 2 (avec i 2 = -1) 


La solution de l’equation differentielle (1) est alors de la forme : 
z = Aexp(r + t) + Bexp(rj) => z = Z m e >v, cos(Qt + qp) 
avec Z m et qp deux constantes dont les valeurs peuvent etre deduites 

I 2 2/2 

des conditions initiales et £2 = ^/cn 0 - A (la pseudo-pulsation). 

2)a) D’apres le trace, on se trouve dans un regime pseudo periodique 
(amortissement faible). En effet, on remarque que 1’ amplitude des 
oscillations diminue lentement avec le temps jusqu’a arret complet. 
b) D’apres la question precedente : 


z = Z m e X, cos(Qf + qp) 
2jc 

c) La pseudo periode est definie par : T - = 



z(nT) = Z m e " XT cos[d)(nT) + qp] = Z m e nXT cos{2nn + qp) 

ry -tlkT 

- Z m e cosqp 
avec ~k = a/2 m 

ln[z(«r)] = ln[Z m e~' ar cosqp] = ln(Z m cosqp) + \ne~" XT = K-n~kT 


Solutions 
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avec K = ln(Z m cosqp) est une constante. On obtient done une droite de 
pente -A = -a/2 m 

d) On a done : A = 0,5034 e’est-a-dire a = 2mA = 2-0,075-0,55034 
On en deduit done que a = 0,075 kg-s _l 

4.3 a) Systeme : masse 
Referentiel terrestre galileen 

Forces le poids P (vertical vers le bas), la reaction normale R „ du 

support qui compense le poids (pas de frottement), la tension T i du 
— ^ 

ressort k { et la tension T 2 du ressort k 2 . Avec les vecteurs unitaires 
definis sur la figure de renonce, on peut ecrire par definition : 

Ti = -k x {l x -l lo )u x 1 = -k x (l x -l lo )u = T x u 

Tl = ~k 2 {l 2 — l 2o ) U x2 = k 2 (l 2 — l 2o )u = T 2 u 

Principe fondamental de la dynamique : a l’equilibre : 

— ^ ^ ^ ^ 

P + Rn+Tx+Ti— 0 

En projetant on a : -P + R n = 0 et T le + T ln = 0 

^2^2e — ^2o) — k x {l Xe ~ l Xo ) = 0^>k 2 Al 2 = Arj A/j 
Principe fondamental de la dynamique : tout instant t : 
mx = - k x \_Al { + x] + k 2 [Al 2 -x] = — (k x + k 2 )x + k 2 Al 2 - k x Al x 


k\ + k~i 


.. . . A.1 [ A- o 

mx = -(k, + k-,)x => x + -x = 0 

m 

C’est E equation differentielle de l’oscillateur harmonique dont la 
solution est de la forme : 

x = X m cos(o3 0 t + qp) ou Z m et qp sont des constantes qui dependent des 

conditions initiales et (0 o = Jklm = J(k x + k 2 )/m est la pulsation 
propre de l’oscillateur. 

Avec les conditions t = 0, x = x 0 et v = 0 : 

x = -X m to 0 (o) 0 t + qp) =>x(0) = -X m (o 0 sinqp = 0 


x = X m cos(o) 0 t + cp) =>x(0) = X m cosqp = x Q 
On obtient done alors : qp = 0 et X m = x a 
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Finalement le mouvement de m est : x = x 0 cos(i) 0 t avec 


to. = 


k\ + k 2 


m 


b) D’apres le resultat precedent on&k = k l +k 2 


OBJECTIFS PLAN 


U Oscillateurs 

mecaniques forces 


5.1 Oscillations forcees 

5.2 Etude de I'elongation 

5.3 Etude de la vitesse 

5.4 Aspect energetique 

5.5 Recapitulate 

>• Comprendre qu'un oscillateur peut en etant excite et sous certaines con- 
ditions d'amortissement entrer en resonance. 

>- Savoir utiliser la notation complexe pour la resolution du probleme de 
I'oscillateur force (la notation complexe est primordiale). 

>- Assimiler la notion de resonance en mecanique en faisant la difference 
entre 1'evolution de I'amplitude et celle de la vitesse en fonction de la fre- 
quence ou pulsation. 


5.1 OSCILLATIONS FORCEES 
a) Introduction 

L’ etude qui a ete effectuee jusqu’a present concernait le comporte- 
ment d’un oscillateur amorti ou pas lorsqu’il se trouvait libre 
d’evoluer. Dans le cas du faible amortissement, le systeme oscille 
avec une periode determinee par les caracteristiques de l’oscillateur. 
On parle alors d’ oscillations libres. 

L’ amortissement des oscillations est un phenomene ineluctable et 
on est parfois amene a y remedier. II importe parfois d’entretenir les 
oscillations d’un oscillateur comme par exemple celles d’une horloge 
a balancier ou celle plus simplement d’une balance ire. On apporte 
alors juste l’energie necessaire pour compenser la perte : I’oscillateur 
continue a osciller avec la meme periode fixee par le systeme. Les 
oscillations sont dites entretenues. 

Dans cette partie nous allons nous interesse au comportement de 
I’oscillateur lorsqu’il est force a osciller a une frequence qui peut etre 
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differente de celle avec laquelle il oscille librement. C’est le cas par 
exemple d’une membrane de haut-parleur qu’on force a osciller sous 
l’action d’une difference de potentiel de frequence determinee. Nous 
allons montrer que sous certaines conditions, 1’ amplitude des oscilla- 
tions peut devenir tres importante : le systeme entre en resonance. Les 
consequences peuvent etre graves. 

On peut citer deux cas connus : 

> Le 18 avril 1850 a Angers, un regiment traversant au pas cadence 
un pont suspendu enjambant le Maine provoqua sa destruction. 

> Le 7 novembre 1940, six mois apres son inauguration , le pont 
suspendu de Tacoma (Etats-Unis) etait detruit par les effets des 
rafales de vent qui sans etre particulierement violentes (60 knvh ') 
etaient regulieres. 

On peut encore donner T exemple de pieces mecaniques dans une 
automobile qui peuvent vibrer lorsque le moteur tourne. Pour certains 
regimes les oscillations peuvent devenir suffisamment importantes 
pour occasionner des ruptures. Une bonne fixation des pieces et un 
moyen de bien amortir les vibrations evitent ces problemes. 

b) Equation differentielle du mouvement 

Montage experimental 

Nous reprenons, pour cette etude, l’exemple du pendule elastique 
horizontale sachant que les resultats obtenus sont valables pour le 
pendule elastique vertical ou pour tout autre oscillateur. 



Ressort AO au repos 
A fixe en Q et 
O origine des abscisses 


Ressort AM etire (A fixe en Q) 
Allongement A / = OM = x(t) 


Ressort AM etire (instant t) 

A en mouvement QA = X(t) 
Allongement : A / = x(t) - X(t) 


Figure 5.1 Representation de I'allongement du ressort quand I'extremite A 
du ressort est fixe puis en mouvement dans le referentiel terrestre. 
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L’extremite fixe jusqu’a present du ressort est maintenant relie a 
une lame susceptible de vibrer a differentes frequences et qui va 
imposer un deplacement sinusoidal X(t) de cette extremite note A 
(voir figure 5.1 ) par rapport a la position initialement fixe £2 dans le 
referentiel terrestre. En notant e l’amplitude maximale du deplace- 
ment du point A fixe a la lame et at la pulsation de la vibration on peut 
ecrire : 

£2,4 = X(t) = ecosrnt (5.1) 

Lorsque l’extremite A est fixe, nous avons vu au paragraphe 4.2.a) 
que l’allongement du ressort correspond simplement a l’abscisse x(l) 
de la masse m situee en M et repere par rapport a sa position O lorsque 
le ressort est au repos. 

L’allongement du ressort a 1’ instant t s’ exprime algebriquement 
par : 

A / = AM-QO 

Lorsque l’extremite A est en mouvement (£2,1 = X(t)), on a : 

A / = AM-QO = ( AQ + Qd + OM)-Qd 
A1 = AQ + OM = -X(t) + x{t) 

La seule difference par rapport a 1’ etude des oscillations fibres 
effectuee au paragraphe 4.2 est l’expression de cet allongement. 

Equation differentielle 


L’ etude du mouvement de la masse m se fait toujours dans le refe- 
rentiel terrestre galileen. La masse m etant reperee par son abscisse 
x{t) sa vitesse est donnee par la derivee temporelle x(t) et son 
acceleration par x(t) . 


Les seules forces participant au mouvement de la masse suivant 
l’axe Ox sont : 

> La tension du ressort a l’instant t qui s’ecrit maintenant : 

T = -kAlu x - -k[x(t) - X(t)]u x 

> L’expression de la force de frottement fluide est : 

/ = -a v = -ax u x 

Le principe fondamental de la dynamique projete suivant l’axe Ox 
permet d’obtenir l’equation differentielle du mouvement suivante : 


- k(x -X)- ax = mx 
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mx + ax + kx = kX 

Le terme kX du second membre de l’equation differentielle est 
homogene a une force F qui s’ecrit en tenant compte de (5.1) : 

F{t) = kX{t) = kecoscat = F 0 coscot (5.2) 

Le terme F a -ke represente 1’ amplitude maximale de la force F 
appelee force excitatrice. 



Le resultat precedent est identique a celui obtenu en considerant I'extremite A du 
ressort comme fixe et en ajoutant une force exterieure F agissant sur la masse. La 
figure 5.2 represente le systeme equivalent. 


Dans ces conditions le bilans des forces fait intervenir, en projec- 
tion sur l’axe Ox, trois forces : la tension T = -kx, les frottements 
fluides /= -ax et la force excitatrice F(t) = F 0 cosoit. Le principe 
fondamental de la dynamique s’ecrit alors : 

- kx — ax + F = mx 

mx + ax + kx = F (5.3) 

Cela correspond a l’equation differentielle de l’oscillateur libre 
auquel on applique une force excitatrice F. 



Figure 5.2 Pendule elastique excite par une force sinusoidale. L'extremite A 
est fixe, I'allongement du ressort correspond a I'abscisse OM = x(t) et la masse 
subit une force exterieure F. 

c) Solution de I'equation differentielle 

La solution generale de cette equation differentielle est la somme de 
deux termes : 

>- La solution generale de I’equation sans second membre (corres- 
pond au regime transitoire) 

> Une solution particuliere de l’equation avec second membre 
(correspond au regime permanent) 
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Le regime trartsitoire 

Le premier terme correspond a la solution de 1’ equation differentielle 
de l’oscillateur libre qui a ete etudie precedemment au paragraphe 
4.2. Suivant l’importance de l’amortissement fluide, il existe trois 
regimes possible : 

> le regime pseudo-periodique pour lequel 1’ amplitude des oscilla- 
tions decroit exponentiellement ; 

> les regimes critique et aperiodique pour lesquels il y a retour vers la 
position d’equilibre sans oscillations. 

Dans les trois cas il y a toujours un retour a l’equilibre au bout d’un 
certain temps relativement bref. La solution x(l) tend vers zero. 

La solution generale de l’equation sans second membre correspond 
done a un regime transitoire (qui ne dure qu’un « certain temps »). 

Le regime permanent : le regime force 

Lorsque le regime transitoire a pratiquement disparu il ne reste plus 
que le second terme de la solution generale e’est-a-dire la solution 
particuliere qui correspond alors au regime permanent (le regime qui 
subsiste). Le systeme adopte alors un mouvement de type sinusoidal 
non pas a sa pulsation propre co 0 ou a une pulsation £2 caracteristique 
de l’amortissement mais avec la pulsation cn imposee par la force 
excitatrice. Les oscillations de la masse ne sont pas forcement en 
phase avec la force excitatrice et presente un dephasage note qp. La 
solution particuliere correspondant au regime permanent s’ecrit dont : 
x{t) = X 0 cos(co? + qp) (5.4) 

Pour des raisons pratiques, il est commode d’utiliser la notation 
complexe (voir annexe : utilisation de la representation complexe et 
rappel sur les complexes). La grandeur complexe associee a x(t) 
s’ecrit : 

/ \ y- icp ioat xr icot /c c\ 

x(t) = X Q e e = X 0 e (5.5) 

avec l’amplitude complexe X 0 = X Q e' v 

Determiner les grandeurs X a et qp revient a chercher le module et 
L argument de V amplitude complexe. 

5.2 ETUDE DE L'ELONGATION 

a) Expression de I'amplitude complexe 

Le passage de la notation reelle a la notation complexe (voir annexe) 
permet d’ecrire les correspondances rassemblees dans le tableau 5.1 
suivant : 
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Tableau 5.1 


Notation reelle 

Notation complexe 

F(t) = kecosmt = F a coswt 

F(t) = F 0 e tat 

x(t) = X 0 cos{(ot + cp) 

xjt) = xj'e**' = X 0 e imt 

x(t) = -a>X 0 sin(coZ + cp) 

x(t) = i(oX 0 e' ml = z'cox(z) 

• • 2 

x(t) = -<D~X 0 cos(cot + cp) 

II 

Ich^ 

s' 

II 

1 

£ ro 

I 


L’ equation differentielle (5.3) devient en notation complexe : 


mx + ax + kx = F=>- m co x + (zco)ax + kx = F a e 


(- rmn + (z'co)a + k)X 0 e'" = F 0 e 


i(x)t 


{k-rmxt + iti)a)X 0 = F a 

On obtient finalement l’expression de l’amplitude complexe : 

X. . L 


(5.6) 

k— + i coa 

11 est interessant de faire apparaitre dans cette expression la pulsa- 
tion propre co 0 = Jktm qui est une caracteristique de l’oscillateur et 
d’introduire le facteur X = a/2 m deja utiliser precedemment. On a : 

F F 1 

x O O i 


x„ = 


ml — - (o 1 + zcn 
m 


. 2ma 


m 


2m 


(<n 0 - to ) + z'2A.co 


(5.7) 


On peut remarquer que le terme FJm s’ecrit aussi : 

7 — i 7 7" 'o kcz 2 

F a = ke =>— = — = ecu 0 
m m 


(5.8) 


L’expression de l’amplitude complexe prend alors la forme 
suivante : 


X„ = 


eco„ 


2 2 
(co 0 -co ) + i2X<x> 


= X„e 


icp 


(5.9) 


avec 


: X = a/2 m ; co e = Jk/m ; FJm = eco^ 
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b) Reponse de I'oscillateur en amplitude 

L’ amplitude X a de I’oscillateur s’obtient en exprimant le module de 
1’ amplitude complexe (voir annexe et encart A.l). On obtient : 


X,. = LSTJ = 




(cn 2 -cn 2 ) + z2A.cn 


ecn„ 


(cn 2 -cn 2 ) + z2A.cn 


x n - 

2 

e(0 o 


^(cn 2 - cn 2 )" + (2A.cn) 2 


(5.10) 


L’oscillateur repond a 1’ excitation avec une amplitude X a = X 0 (m) 
qui depend de la pulsation cn imposee par la force excitatrice. La 
recherche d’un maximum eventuel de 1’ amplitude peut se faire en 
cherchant a minimiser le carre du denominates D 2 : 

2 2 2 2 2 2 

X 0 (cn) maximale => D = (cn 0 - cn ) +4Lcn minimale 
En posant u = cn 2 ce denominates au carre s’ecrit : 

D 2 = (cn 2 - zz 2 ) 2 + 4 A. 2 zz minimale 


Pour minimiser cette fonction il suffit de chercher si la derivee par 
rapport a la pulsation peut s’annuler. On a alors : 


dD 2 _ d D 2 dzz 
den dzz den 


[-2(cn 2 


\ . 2 -| dzz 

zz) + 4 A. J— 
den 


En remplaqant zz par cn 2 et en remarquant que la derivee de zz par 
rapport a la pulsation cn vaut 2cn, l’expression precedente s’ecrit : 

— = 4cn[(cn 2 -cn 2 ) + 2L 2 ] (5.11) 

den 


Cette derivee s’annule pour cn = 0 et si : 

(cn 2 - cn 2 ) + 2L 2 = 0 => cn 2 = cn 2 - 2L 2 > 0 


Cette solution n’est possible que si : 

co 2 > 2L 2 => cn 0 > ~kjl (5.12) 

L’ etude du signe de l’expression (5.1 1) montre que l’annulation de 
cette derivee, s’il elle existe, correspond bien a un minimum pour le 
denominates D et done a un maximum pour 1’ amplitude X a . 

La condition (5.12) peut s’ecrire aussi : 

cn 0 > \J2 <=» cn 0 > — o a <Jl^k (5.13) 

mj 2 
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En introduisant le facteur de qualite Q = oa J2X = rmnja (voir la 
reladon (4.47)) la meme condition devient : 


a rmo 0 1 

co„ > <»• = Q > — 

mjl “ J2 


(5.14) 


Cas de I'amortissement faible 

Pour un amortissement suffisamment faible (condition 5.12) 1’ ampli- 
tude X 0 (m) passe par un maximum pour une pulsation co r appelee 
pulsation de resonance en amplitude et donnee par la relation : 

(0, = Jul-2-k 2 (5.15) 


Dans ce cas on a : > Xjl > X . La solution pour le regime transitoire correspond 

^ a un regime pseudo-periodique de pseudo-pulsation Q = Jur 2 0 - X 2 . On a la 

relation : , , 

/ 2 2 / 2 2 
M r = f Jm 0 -2\ < Q = ^co 0 - X < w„ 


On constate que plus I’amortissement est faible et plus cette pulsa- 
tion de resonance s’approche de la pulsation propre. Avec X « <» 0 
on a : 


l 


](o 2 0 -2X 2 = © 0 

1 

1 ^ 
ak 

2 

-“o 

( \ 2 \ 

1 - — 






Reciproquement, plus I'amortissement augmente et plus la pulsation to,, diminue 
jusqu'a prendre la valeur nulle pour X = m 0 lj2. 


L’ amplitude maximale atteinte a la resonance est donnee par (5.10) 
en remplarjant la pulsation to par co r (expression (5.15)). Cela donne : 

2 

P( I 

X 0 (<a r ) = 


em r 


J(u 0 -[(x> 2 0 -2X 2 ]) 2 + 4X 2 (u 2 0 -2X 2 ) 


X 0 (co,.) = 


eu) n 


e($„ 


4 A 4 + 4X 2 (x)l - 8A 4 


2Xjal-X 2 
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Soit encore, avec : A = a/2 m ; FJm = eoi 0 et £2 = ^/co 0 - A : 

2 


*>r) = 


earn 


F„ 


2 A A /am-A 2 


a 

1 2 a 2 

M 

4m 


= ^ < 5 ' 16 ) 
aQ 


La valeur de 1’ amplitude maximale obtenue pour to = to,. depend de 
l’amortissement. Pour un amortissement tres faible on a : 



F 0 


_ F 0 


1 

2 

ata n 


2 

a 



0) o - 

4nF 



(5.17) 


Cette amplitude peut s’exprimer en fonction du facteur de qualite 
Q. Sachant que F 0 = ke et que k = moo 2 , on obtient : 


X 0 (co,.) 


F„ 


cum 


ima 2 e warn 

— = 2 e = Qe 

ao) 0 a 


(5.18) 


Ainsi, pour des valeurs du coefficient de frottement a tres faibles 
ou un facteur de qualite eleve, cette amplitude peut devenir tres 
importante. Par exemple, avec un facteur Q = 100, une excitation a la 
pulsation de resonance (proche de la pulsation propre) d’ amplitude 
e = 1 cm provoquerait des deplacements d’ amplitude 1 m pour 
l’oscillateur. 

Les oscillations peuvent alors placer l’oscillateur en dehors de ses 
limites d’elasticite et provoquer sa destruction. 


Cos de l‘ amortissement fort 

Le phenomene de resonance en amplitude n’existe plus des que 
P amortissement devient suffisamment important c’est-a-dire : 


co 0 2mco„ 

A > — o a> 


J2 


J2 


a > J2mk Q 


mu ) 0 i 

« J2 


La figure 5.3 donne l’allure de la reponse en amplitude X 0 en fonc- 
tion de la pulsation to de l’excitateur et pour trois valeurs differentes 
de P amortissement. L’oscillateur est excite avec un vibreur dont les 
oscillations ont une amplitude de 2 cm. Les caracteristiques de 
l’oscillateur sont rappelees sur la figure. 
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Pour un facteur de qualite Q { = 1 correspondant a un coefficient de 
frottement oq =rmiiJQ i =0,01 kg-s _1 , on observe un pic important 
autour d’une pulsation co r] tres proche de la pulsation propre co 0 : la 
resonance est dite aigue. Pour une excitation d’amplitude e = 2 cm, 
l’amplitude de la reponse est alors de 14 cm (ce qui correspond bien a 
Qje = 14 cm). 



Figure 5.3 Reponse en amplitude d'un oscillateur en fonction de la pulsa- 
tion pour trois valeurs de I'amortissement. Pour un amortissement suffisam- 
ment faible I'amplitude passe par un maximum pour une pulsation m r 
inferieure a la pulsation propre co 0 de I'osdllateur. 

Pour un facteur de qualite plus faible Q 2 = 1,77 (soit a 9 = 4oq) le 
phenomene de resonance existe toujours mais il est moins prononce : 
on parle de resonance floue. Celle-ci a lieu pour une pulsation (o r2 
inferieure a la pulsation propre. On obtient encore une amplitude 
voisine de Q 2 e = 3,5 cm. 

Enfin, pour un facteur de qualite Q 3 < \l ,.jl , il n’y a plus de 
maximum. L’amplitude X Q ne fait que decroitre avec la pulsation. La 
reponse de 1’ oscillateur est done tres faible. 

Ce resultat est important. En effet, si on desire eviter le phenomene 
de resonance, il faudra s’ arranger pour avoir un facteur de qualite 
suffisamment petit. C’est ce qui est realise par exemple pour les amor- 
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tisseurs d’une automobile excites par les inegalites de la routes (ceci 
pour le confort des passagers). 


L'expression (5.1 0) de I'amplitude X 0 pour une pulsation nulle donne : 






cd 2 )" + (2 Xu>) 2 


Le cas limite co = 0 correspond au cas ou on tire sur le ressort avec 
une force constante F a = ke = constante. L’allongement du ressort 
correspondant est done A / = e. On retrouve bien le meme resultat. 

De plus, la valeur co = 0 correspond aussi a un extremum (voir la 
derivee 5.1 1). la tangente a l’origine est done horizontale. 


c) Reponse en phase de I'oscillateur 

La phase qp de I’oscillateur s’obtient en exprimant l’argument de 
I’amplitude complexe (voir encart 4.1). On obtient : 


qp = argX 0 = arg 


eco„ 


2 2 
\(co 0 - en ) + i 2A.co/ 


2 2 2 

qp = arg(<?(o 0 ) - arg((cn 0 -to") + /2A.O)) 

2 2 

qp = 0 - arg((co 0 -to") + z2A.co) 


On en deduit (voir annexe et encart A.l) : 

2Lu) 


smqp 


cosqp = 


/ 2 2\2 . « 2 2 

(C0 o - CO ) + 4A CO 


2 2 
CO -CO 


J( cOq - to 2 ) 2 + 4L 2 co 2 
2Lco 


tanqp = - 


2 2 
C0„ — CO 


(5.19) 


(5.20) 

(5.21) 


Le sinus est toujours negatif , la phase varie done entre 0 et (-jt). La 
phase qp representant le dephasage de I’oscillateur par rapport a l’exci- 
tateur, on constate que la reponse de I’oscillateur est en retard par 
rapport a l’excitateur. 
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La. figure 5.4 donne Failure de la phase qp de la reponse de l’oscilla- 
teur pour trois amortissements differents. 



Figure 5.4 Reponse en phase d'un oscillateur en fonction de la pulsation 
pour trois valeurs de ramortissement. Aux basses frequences I'oscillateur est 
en phase avec I'excitateur et en opposition pour les frequences elevees. 

Pour des frequences faibles de I’excitateur (to « co 0 ), I’oscillateur 
suit le mouvement et vibre en phase avec I’excitateur ftp = 0) : les 
extremites A et M du ressort (voir figure 5.1 ) se deplacent dans le 
meme sens. 

Pour des frequences elevees, I’oscillateur se trouve en opposition 
de phase (qp « -jt) avec I’excitateur : les extremites A et M du ressort 
(voir figure 5.1 ) se deplacent en sens oppose. 


Pour une pulsation egale a la pulsation propre et quelque soit l'amortissement,on a : 
I'oscillateur est en quadrature retard par rapport a I'excitateur. Pour les amortisse- 
ments faibles, la pulsation de resonance etant proche de la pulsation propre on 
obtient le meme resultat. 


La variation plus ou moins rapide de la phase depend de I'amortissement : variation 
brusque au voisinage de la resonance pour les faibles amortissements et variation 
lente et progressive pour les forts amortissements. 
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5.3 ETUDE DE LA VITESSE 

a) Expression de la vitesse complexe 

L’ expression de la vitesse complexe s’obtient simplement a partir de 
1’ amplitude (voir tableau 5.1). On a : 

x(t) = iwx(t) => V 0 e' wl = i(x>X 0 e ,U1 ' 

Avec i = exp(m/2) (voir annexe et encart A.l) on a : 

.71 

V„ = ia)X„ => V.. = to xj 2 


V 0 e * = (x)X 0 e i(f e 2 = + ^ 

L’ amplitude V 0 de la vitesse et sa phase correspondent au module et 
a 1’ argument de la vitesse complexe soit : 


V a = |F 0 | = mX 0 et cf, = <p + 


(5.22) 


La vitesse est en quadrature avance (dephasage de n/2) par rapport 
a 1’ amplitude. 

b) Resonance de vitesse 

En reprenant l’expression (4.10) de l’amplitude X 0 , on obtient : 


V n = cn A = 


(OC(JL) n 


(cOq - 2L 2 ) 2 + (2Lm) 2 


Sachant que FJm = eco 0 on obtient en divisant numerateur et 
denominateur par la pulsation to : 

y = = Fo 


( 0 ) 2 o - C 0 2 ) 2 , ,^,2 

m(x) + (2A.) 


2 2 2 

2/<» o -C0 \ 2. . .2 

\m I 1 + m (2A) 


co 


co 


En fonction du coefficient de frottement a = 2km L’expression est : 

F n 


V n = 


2 2 
, 2 2/W 0 

la + m ( — - - co] 
CO 


(5.23) 
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L’ amplitude de la vitesse depend de la pulsation (ou frequence). II 
est facile de voir que cette amplitude admet un maximum. En effet le 
denominateur se presente comme la somme de deux termes positifs 
dont l’un entre parenthese peut s’annuler. Le denominateur sera done 
minimal lorsque ce dernier terme s’annulera : 

2 2 2 

V maximale => a 2 + m 2 ( — - to) min => — - - w = 0 
\ to / to 

2 

(l) 2 2 

V a maximale => — = co^ => co^ = cjo 0 (5.24) 

On constate que quelque soit l’amortissement il y a toujours reso- 
nance de vitesse pour une pulsation tn R egale a la pulsation propre cn 0 
de l’oscillateur. Dans ce cas, l’amplitude de la vitesse est maximale et 
vaut : 

VoM = KM = V omax = (5.25) 

a 

La figure 5.5 represente revolution de 1’ amplitude de la vitesse 
avec la pulsation de l’excitateur pour le meme oscillateur etudie 
precedemment et pour les memes amortissements. 



Figure 5.5 Amplitude de la vitesse du resonateur en fonction de la pulsa- 
tion de I'excitateur pour differents amortissements. Ilya toujours resonance 
de vitesse pour une pulsation egale a la pulsation propre d'autant plus aigue 
que I'amortissement est faible. 
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to (rad.s ') 

Figure 5.6 Evolution de la phase de la vitesse d'un oscillateur en fonction 
de la pulsation pourtrois valeurs de I'amortissement. A la resonance, oscilla- 
teur et excitateur sont en phase. 

Pour I’amortissement le plus faible ( Q { = 7) on obtient a la reso- 
nance une amplitude de la vitesse de 20 cm-s _1 . En effet, la force vaut 
F o = ke = 2-10 _3 N et le coefficient d’amortissement est 
a) = 0,01 kg-s _1 : le rapport FJa = 0,2 m-s _1 . Dans ce cas la reso- 
nance est aigue. 

Pour Q 2 quatre fois plus petit que Q { , on obtient a la resonance une 
amplitude de la vitesse de l’ordre de 5 cm-s _1 c’est-a-dire 4 fois plus 
petite que celle obtenue avec Q v 

Pour un amortissement plus important, il y a toujours resonance 
mais elle est moins prononcee et correspond a une resonance floue. 

La figure 5.6 represente la phase de la vitesse par rapport a l’excita- 
teur. C’est tout simplement la meme representation que pour la phase 
de P elongation (figure 5.4) translatee de jt/2. 

Lorsqu’il y a resonance de vitesse la phase (|) est nulle : vitesse et 
excitateur sont en phase. Pour les basses frequences, la vitesse est en 
avance de phase (phase positive). Pour les frequences elevees, elle est 
en retard (phase negative). 

c) Impedance mecanique 


La vitesse complexe peut etre obtenue directement a partir de 
P equation differentielle de l’oscillateur : 

mx + ax + kx = F => mx + ax + kx = F 0 e lwt 
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En utilisant le tableau 5.1, on peut exprimer acceleration et elonga- 
tion en fonction de la vitesse complexe. On obtient : 

x(t) = V 0 e iat = V 0 e% iu,t 
dx 

x = — = zcox 
d t 

x ix x 
x(t) = i(nx(t)=>x = — = = -i— 

- 10 ) ^ (0 

L’ equation differentielle s’ecrit alors : 

/ . Tr \ iwt Tr Z(Df k Tr I0}t i(nt 

m(mV 0 )e + aV Q e + — V a e =Fe 
— — i(n — 


. k\ T r ZCOZ r-r i(x)t 

nnm + a-i — \V n e = b „e 


(0 / — 


V n 


F„ 


a + i 



V„ = 


F n 


a + im cn 




F„ 


a + im ( co — — - 
(0 


(5.26) 


Le module de cette expression redonne bien l’expression (5.23) de 
1’ amplitude 1/ de la vitesse. 

Par analogie avec l’electricite, il est pratique d’introduire la notion 
d’impedance mecanique Z definie par : 

F a = Z(co)V 0 (5.27) 

A partir de l’expression (5.26) de la vitesse complexe, on peut 
donner l’expression suivante de l’impedance complexe : 

F = Zv^F a = ZV a 


7 F 0 , •/ k\ 

Z = — = a + i wto- — 

-V 0 \ J 


(5.28) 


Le passage aux modules (voir annexe et encart A.l) donne 



(5.29) 
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A la resonance, la vitesse passe par un maximum ce qui impose a 
L impedance mecanique d’etre minimale ce qui est realise pour : 

V • / k\ A 2 k 2 

Z mm => w oo — — = 0 => oo n = — = oo 
V oo/ m 

L’ impedance a la resonance prend la valeur simple : 


oo = oo 0 => Z(oo c ) = a 


(5.30) 


Le passage aux arguments donne : 

argZ = argF 0 -argF 0 => arg^a + z'^moo - — = -(|) 

De cette egalite on en tire : 

k 

171 (X) - — 

tancf) = tan[-argZ] = -tan[argZ] = — (5.31) 


a 


cos(|) = cos[-argZ] = cos[argZ] 
a 


COSC() = 


a + | woo - — 
oo, 


a 

Z 


(5.32) 


5.4 ASPECT ENERGETIQUE 
a) Transfert de puissance 

La puissance fournie par la force excitatrice est donnee par : 

2 ?(t) = ~F ■ v = (i 7 0 cosoot)(L e cos(oo? + ()>)) (5.33) 


> Pour faire ce type de calcul il est important de bien considerer les parties reelles 
des quantites complexes. En effet la partie reelle d'un produit de deux nombres 
complexes n'est pas egale au produit des parties reelles de ces deux nombres. C'est 
cette derniere quantite qui nous interesse dans ce calcul. 


Cette expression (5.33) peut se transformer en utilisant la definition 
(5.28) de l’impedance (F a = ZV 0 ) ainsi que l’identite suivante : 
2cosncos£> = cos(n + b) + cos (a - b ) 

On a alors : 


2 Ht) 


j 7 [cos(2oof + (()) + COS(()] _ 

— r o" o ^ ^ L 


cos(2wt + (|)) + cost))] 


2 
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avec Z = 



2 


La puissance moyenne fournie par la force excitatrice se calcule en 
prenant la valeur moyenne de la puissance sur une periode T ce qui 
s’ecrit : 


zl: 


= (&(*)) t = ~~ (cos(2(oi + ((>) + cos(()) j 


® m = -y2[(cos(2coi + c|))) r + (cosc|)) r ] 

Le terme (cos (2 to/ + (|>)) r qui correspond a la valeur moyenne 

d’un cosinus sur deux periodes est nulle. La valeur moyenne d’une 
constante etant la constante elle-meme on obtient : 


^ ZV F V 

2 ?„, = — cos<|> = — ^ — cos<|) 


Enfin, avec Zcos(|) = a (voir 5.32) la puissance moyenne s’ecrit : 


SP m (m) = a 


^(co) 

2 


(5.34) 


Cette puissance moyenne 9P m depend de la pulsation m et est maxi- 
male lorsque 1’ amplitude de la vitesse est maximale c’est-a-dire a la 
resonance pour co = ra R = oo 0 . On a alors : 

2 

3> m (rn 0 ) = = ^r omax (5.35) 


Avec le resultat (5.25) on a : 
= « 


^(« 0 ) aF 2 0 


a 


2 a 


(5.36) 


La resonance mecanique est definie par la valeur de la pulsation qui 
permet le transfert maximal de puissance entre l’excitateur et le reso- 
nateur. La resonance se produit done lorsqu’il y a resonance de 
vitesse c’est-a-dire pour co = (o fi = cn 0 . Nous avons vu que pour un 
amortissement suffisamment faible, l’amplitude de l’elongation passe 
par un maximum pour une pulsation oj = <o r = oo 0 . On peut done dire 
qu’il y aussi resonance en amplitude. Pour des amortissements plus 
importants il n’y a plus de resonance en amplitude mais il y a toujours 
la resonance en vitesse (plus ou moins aigue ou floue suivant 1’ amor- 
tissement). 
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La puissance developpee par la force de frottement s'ecrit : 


&j(t) = f ^ = -a^"? = -aV 2 0 cos 2 (wt + (ft) 


Le calcul de la puissance moyenne de la force de frottement donne : 


SP 'fm = (SfyO )t = -a^(cos 2 (m/ + (|)))r 


Sachant que la valeur moyenne d'un cosinus au carre est egalea 1/2 on a : 


On verifie ainsi que la puissance moyenne fournie par la force 
excitatrice compense la puissance moyenne 9?, m developpee par la 
force de frottement : 


b) Facteur de qualite et bande passante 

D’apres l’etude precedente roscillateur repond bien lorsque la 
frequence excitatrice est au voisinage de la frequence propre. Pour 
des frequences basses ou elevees la reponse est pratiquement nulle. 

On peut considerer que I'oscillateur repond bien tant que la puissance transferee 
par I'excitateur est superieure ou egale a la moitie de la puissance maximale a la 
resonance. Ce critere permet de definir les deux pulsations limites to, et m 2 caracte- 
risant ce qu'on appelle la bande passante. 


Definition de la bande passante en pulsation Aco : 


La relation permettant de calculer les pulsations ocq et 0 ) 2 est plus 
souvent donnee en fonction de 1’ amplitude de la vitesse 1/ . En utili- 
sant l’expression (5.35) on a : 


Ces deux pulsations peuvent se determiner graphiquement sur la 
courbe de resonance de vitesse. La figure 5.7 montre la bande 
passante obtenue pour deux amortissements differents. A une reso- 



+ = 0 



Acn = ct ) 2 - cuj 



(5.37) 



(5.38) 
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nance aigue correspond une bande passante « etroite », a une reso- 
nance floue une bande passante « large ». 

Pour determiner analytiquement ces deux pulsations il suffit de 
resoudre l’equation suivante : 


V 2 Jw) = ~ 


K 

z 2 ( co) 


K 

2Z 2 (to 0 ) 


En utilisant les expressions (5.29) de 1’ impedance mecanique et 
(5.30) de P impedance a la resonance on obtient : 

Z 2 (w ) = 2Z 2 (co 0 ) o a 2 + j^/nco - — j = 2a 2 


to. 


rmu — — = a <^> m to - — 


co 


±a 



m co 


a 2 2 a 

± — <=> CO ~C0„ = ± — CO 


m 


m 


2 a 2 „ 

co t — co -co 0 = 0 
m 

On obtient done deux equations du second degre e’est-a-dire les 
4 solutions possibles suivantes : 



V 0 (cm. s' ) 


V e max 2 5 


k = 0,1 N.nT 1 
m = 0,05 kg 

03 o = yf2 rad.s -1 

Q = ma) 0 /a 


Bandes passantes 

Aco 


co (rad.s ') 


Figure 5.7 Bandes passantes en hachure pour deux amortissements 
differents. 
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(JO 


CO 


a 

2 m 


1 

2 



a 

2 m 



+ co 


2 

O 


Les pulsations (Oj et co 2 >c» | recherchees sont des grandeurs reelles 
positives. Les seules possibilites sont done : 


co. 


= 


+ . . 

2m a \2m. 


+ &L 


co 9 


= -£L + (±) 


+ co. 


2m hj\2mJ 
La bande passante a done pour expression : 


* a 

A(jO = ()0 2 - C0[ = — 
m 


(5.39) 

(5.40) 


(5.41) 


II est pratique pour caracteriser l’acuite de resonance du pheno- 
mene (resonance plus ou moins aigue ou floue) de faire intervenir le 
rapport de la pulsation propre sur la largeur de la bande passante. On 
obtient le nombre sans dimension suivant : 


03 o _ m03 o _ k _ Jkm q ^ 42) 

Acjo a aoj 0 a 

Ce rapport correspond au facteur de qualite Q deja defini au para- 
graphe 4.2 (voir 4.45) a partir d’une etude energetique. Ce facteur 
correspond aussi au rapport de 1’ amplitude maximale de 1’ elongation 
sur 1' amplitude e du vibreur (relation (5.18)). 

Ainsi pour un facteur de qualite Q eleve la resonance sera aigue et 
la bande passante etroite. 

Avec les valeurs numeriques de la figure 5. 7, pour un facteur de 
qualite Q 1 = 1 on obtient (Acn) 1 = cjo 0 /7 = J2H « 0,2 rad-s _1 . Pour un 
facteur Q 0 quatre fois plus petit, la bande passante est quatre fois plus 
grande e’est-a-dire (Aoo) 2 = 0,8 rad-s _1 . Ces resultats correspondent a 
ceux obtenus graphiquement. 
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POINTS CLEFS 


>- Oscillateur force (force excitatrice F = F 0 cosrof) 

• Equation differentielle x + 2\x + m 2 0 x = Tcosm? avec T = FJm 

• Notation complexe : 

x(t) = X 0 cos((nt + cp) x(t) = x o £’ ,< “ , + <p) = X 0 e ia> ' 
x(t) = K 0 cos((ot + <|>) x(t) = y oe l( ' a>l + <>) = V 0 e lu>t 
x(t) = rnX 0 e im = V 0 e im ‘ 

= V* et F 0 = V 0 e^ 

> Amplitude de I'elongation : 

• Solution complexe : 

X = r 

co 0 - co + z2a,co 

• Module : pT 0 | = X a = 

Jf^-w 2 ) 2 + (2A.m) 2 

• Argument : argX e = cp = -arg[co„ - ct> 2 + *2 A.co] 


tancp = 


2>^a) 

~2 2 
o ) 0 - ca 


Pour un faible amortissement Xj2 < w 0 , resonance en amplitude pour 

une pulsation m r = Jw 2 0 - 2X 2 < a> 0 . Pour un amortissement suffisam- 
ment faible on co r =co 0 ; pas de resonance pour un amortissement impor- 
tant. 

>- Amplitude de la vitesse : 

• Solution complexe : 

mx + ax + kx = F=>x + 2Xx + m 0 x = T 0 e ,m ' 

(kd + 2X + “°W = r 0 

\ ioa/ — 


• Module : \ v o \ = V a 


4X 2 + 


Exercices 
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1 Argument : argV a 


cp + _ = -arg 


2X + i{ co - 

m 


tanr|) 


2k 


Impedance mecaniqueZ: F = Zv(t)^\F a \ = Z\V a \ 
Resonance en vitesse : pulsation de resonance m fi = m 0 

c))( 0 c, o ) = 0 et V> 0 ) = r 0 /2 X = FJa 

Impedance a la resonance :Z( ro 0 ) = a 

Bande passante : Am = m 2 - m, avec : 

L,K) 


L>i) = P 0 (m 2 ) = 


72 


Aw = w 2 _a) i 

Facteurdequalite: Q 


2X 


m 0 rrua 0 

Am a 


a 

m 

k _ Jkm 


am 0 a 

Facteur de qualite Q eleve : resonance aigue 


EXERCICES 


Une application pratique des oscillations forcees : le microscope a 
force atomique. 

Le microscope a force atomique (AFM) est une technique de caracte- 
risation permettant d’imager des objets de taille nanometrique a l’aide 
d’une pointe fixee sur un nricro-levier ayant une longueur de quelques 
centaines de micrometres. 

Pour pouvoir imager les objets ont fait osciller ce nricro-levier et on le 
deplace sur la zone que l’on desire imager. 

Pour optimiser la qualite de l’image il est necessaire de comprendre 
son comportement mecanique. Ainsi, le micro-levier peut etre assi- 
mile a un ressort de raideur k = 40 N-m -1 et de masse m que l’on 
force a osciller en lui appliquant une force de la forme F = F 0 coso)t 
dans un milieu oil les amortissements (a) sont faibles. On supposera 
dans la suite de l’exercice que FJm =A a = 710,5 nvs -2 
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1) Dormer 1’ equation differentielle du mouvement du micro-levier 

mi 

2) La solution de cette equation est la somme de deux termes : le 
premier terme qui correspond au regime transitoire est la solution de 
l’equation differentielle posee au 1) sans second membre. Le 
deuxieme terme correspondant au regime permanent est de la forme 
z = Z 0 cos((nt + qp). 

Donner la forme de la solution correspondant au regime transitoire. 
On ne demande pas de calculer les constantes. 

3) On suppose que le regime permanent est etabli, c’est-a-dire que 
z = Z 0 cos(cnt + qp) et on neglige la solution correspondant au regime 
transitoire. 

a) Reecrire l’equation differentielle obtenue au 1), en utilisant la 
representation complexe, c’est-a-dire en posant z = Re(z) avec 

z = X 0 e ,( “ , + t|) etA 0 cos<nt = Re(A) avec A = A 0 e mt . 

b) En deduire une expression de Z Q (1’ amplitude) et qp (la phase) en 
fonction de A a , to, m n et /. = 2 a/m. 

c) Alin d’obtenir une image AFM, l’operateur doit choisir une 
frequence d’ oscillation du micro-levier telle que son amplitude 
d’oscillation soit maximale. Determiner la pulsation w r pour que 
1’ amplitude des oscillations du micro-levier AFM soit maximale. 

d) Fe facteur de qualite Q est defini par Q = ^ . Sachant que dans 

le vide Q vide = 5000, dans l’air Q air - 200 et dans l’eau Q eau = 40, 
calculer 1’ amplitude maximale des oscillations (Z max ) et la frequence 
de resonance f r correspondants aux trois cas precedents. En deduire 
dans quels milieux ont ete obtenues les courbes d’ amplitude (A, B et 
C) en fonction de la frequence illustrees par la figure suivante. 



Courbes d'amplitudes en fonctions de la frequence d'excitation obtenues 
dans differents milieux (vide, air et eau). 


Solutions 
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SOLUTIONS 


1 ) Systeme : micro-levier 
Referentiel : terrestre galileen 

Repere : axe verticale z ' z vers le bas ; une origine 0 position du 
micro-levier a l’equilibre. 

Forces appliquees : P le poids du micro-levier, T la force de rappel 
exercee par le micro-levier, f = -a v la force de frottement fluide 

due au milieu et F la force imposee pour faire vibrer le micro-levier. 
A I’equilibre : 

Mg + T = 0 car / = -av = 0 et on n’ applique pas de force 
exterieure pour faire vibrer le micro-levier (F = 0). On obtient en 
projetant sur un axe verticale descendant Oz ■ mg - k(l -l a ) = 0 

Principe Fondamental de la Dynamique : 

m~g + T + f + F = m~a 
En projetant cette relation sur Oz on obtient : 

mz = mg - k[(l - l a ) + z]- az + F 0 cos(x)t 


mz = \mg- k(l - l Q )]- kz -az + F a coso)t 
Avec la condition d’equilibre on obtient : 

a k F 

mz = -kz — az + F cosuit =>z + — z+ —z = — cosoof 

m m m 

En posant /, = a/2 m. (facteur d’amortissement) on obtient 1’ equation 
differentielle du second ordre avec second membre : 

•• • 2 

z + 2\z + co 0 z = A 0 coscot (1) 


avec co = /— la pulsation de l’oscillateur harmonique non amorti 

<V m 

2) Dans le cas de frottement faible la solution est de la forme (voir 
cours ou exercice 4.2) : 


z = Z m e~ x, cos(Qt + qp) avec £2 = - A, et /. = a/2 m 

3) Si on reecrit E equation differentielle obtenue au 1) on a : 

... 2 .. . 2 

z + 2A.z + to z = A„cos(ot => z + 2A.z + co“z = A 
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Chapitre 5 • Oscillateurs mecaniques forces 


n / ( (0 / + CD ) •• /. \2 r-w Z ( CO / + Cp ) 2~ /(C0/+Cp) 

avec : z = mZ 0 e et z = (zco) Z a e = -to Z Q e 

D’ou : 

2 , / 2 r>'\ . 2 \ r? i(to/ + cp) A iwt 

z + 2 Kz + oo Q z - A => (-oo + 2/uoo + oo 0 )Z 0 e - A a e 


Ou encore : 


b) On a done : Z a e v = 


(-co 2 + 2 'km + a > 2 )Z 0 e , ‘ p = A a 
A n 


(oo 2 - to" + 2 A.zco) 


En egalisant les modules des nombres complexes de part et d’ autre de 
l’egalite on deduit 1’ amplitude Z 0 : 

A„ 

Z„ = 


/ 2 2\2 | 2 2 

(C0 o - CO ) + 4 A. CO 


De meme la phase est 1’ argument du nombre complexe a droite de 
l’egalite (1) d’ou : 

2?tco 


2 2 

qp = -arg(co“-co + z'2A,co) => tanqp = - 


2 2 
00^-00 


2 2 2 ^ 2 2 

c)X 0 (co) maxi male => D = (co 0 -co ) + 4), to minimale 


En posant u = to 2 on a : D = (to 0 - u) + 4 X" u minimale 

Pour minimiser cette fonction il suffit de chercher si la derivee par 
rapport a la pulsation peut s’annuler. On a alors : 

2 2 

dZT d D du r 2 v , ,, 2 -,dzz 

d^ = 1T7dS = [ - 2( “»-" ) + 4 " t 

En remplaqant u par to 2 et en remarquant que la derivee de u par 
rapport a la pulsation to vaut 2to, l’expression precedente s’ecrit : 

2 

dD a r / 2 2\ 2-. 

= 4coL(co -to ) + 2A. J 

dco 


2 2 2 

cette derivee s’annule pour to = 0 et pour to" = co“ - 2A, 

La pulsation co n’etant pas nulle (il y a une excitation du micro- 
levier), on en deduit que la frequence d’excitation du micro-levier 
AFM pour que 1’ amplitude soit maximale est egale a : 


2 2 0 , 2 
co„ = co -2A. 


Solutions 
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Remarque : ce maximum en amplitude ne se produira que si 

2 2 

<u 0 - 2 A. > 0 c’est-a-dire pour des amortissements faibles. 


d) On a done : co r = ^co^ - 2A 2 = Jco 2 -2^ = co G |1--^ 


_ 2 _ 

e 2 


(0 


Done : / r = co r /2jt = -2 1 - — = f a 1 - — 


2jt 


0 


2 


(/ 0 frequence propre de l’oscillateur) 

De meme l'amplitude est maximale lorsque co = co r c’est-a-dire : 

A n A n 


2 x 2 2 2 


2x2 


(to^ - CO ;r + 4 ^cn; a/( 2 A.T + 4 ^ 2 ((Oq - 2 A") 

4 


2RJu) 2 -R 2 


En fonction de Q on obtient : 

A„ A r 


Q 


2 A„ 


2 


"o I 2 C0 o 

q\ ° 40 2 


CO . 


0 1- 


1 (Info) 2 JiQ 2 


-1 
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A.JV. :f Q = 300 kHz A 0 = 710,5 m-s" 2 



Qm. = 5000 

Qair= 200 

Qeau = 40 

f, [kHz] 

300,00 

300,00 

299,81 

Z ornaxt nm ] 

999,8 

40,0 

8,0 


On en deduit que la courbe A a ete realisee dans le vide, la courbe B 
dans l’air et la courbe C dans l’eau. 



ANNEXE 


UTILISATION DE LA REPRESENTATION COMPLEXE 

Les calculs qu’on peut etre amene a effectuer avec des fonctions sinus 
et cosinus se font en utilisant les relations trigonometriques et condui- 
sent souvent a des manipulations longues et delicates. Une facon de 
simplifier les calculs consiste a utiliser la representation de l’oscilla- 
teur dans l’espace complexe. 

La position x(t) de l’oscillateur est definit par l’association de son 
amplitude X m et de sa phase <J>(i) = (mt + qp) a l’instant t. On peut done 
associer a cette fonction reelle x(t) un nombre complexe x(l) dont le 
module correspond a l’amplitude maximale et l’argument a la phase : 

x(t) = X m cos ®(t)ox = [|x| =X m ; Arg(x) = <P] (A.l) 

L’ application qui a x(t) associe x(t) est une bijection : a une fonc- 
tion reelle donnee ne correspond qu’une fonction complexe et reci- 
proquement. La relation (A.l) permet de passer de l’espace non 
physique complexe a l’espace physique reelle. 

En notant i l’imaginaire pur tel que i 2 = - 1, la fonction complexe 
x (t) peut aussi s’ecrire (voir encart 4.1) : 

x(t) = X m e' V = X m [cosO + z'sinO] (A.2) 

En notant a = Re(x) la partie reelle du complexe x(t) et 
b = Im( x ) la partie imaginaire, on a : 

a = Re(x) = X m cos<I> (A.3) 


b = Im(x) = A m sin<f> (A.4) 

On constate alors que la fonction reelle x(i) ayant une signification 
physique coincide avec la partie reelle du complexe associe x ( t) . La 
relation (A.l) peut done s’ecrire aussi : 

x(t) = Re(jc(i)) (A.5) 

Avec la notation complexe, il est possible d’isoler le terme ml et 
faire apparaitre une amplitude complexe X . En effet, on obtient 
alors : 


x(t)= X m e 


iO 


V l'(CDt + (p) 
A m e 


(A.6) 
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/ v <<p iu>t v 

x(t) = X e e = X 
\ / m 


(A.7) 


avec X = X e' q = X rcosqp + fsinqpl 

_ m m mr- T T J 


(A.8) 


Le complexe X est 1’ amplitude complexe et contient tous les 
renseignements physiques interessants c’est a dire l’amplitude X m 
(correspondant au module du complexe) et la phase a l’origine qp 
(correspondant a 1’ argument de ce meme complexe). On a : 



(A.9) 


La representation de 1’ amplitude complexe X m dans le plan 
complexe est un vecteur de norme X m faisant un angle qp avec l’axe 
des reels (figure A. 1). 



plexe. 

De la meme fa?on, il est possible de definir une vitesse complexe, 
derivee de la fonction complexe x(t) associee a la position x(t) de 
l'oscillateur. On aura : 

d.X d / ir i(at\ . iutt . , . , 

x = v = — ^ = —(X e ) = uaX e = nax (A.10) 
- - d t d t ~ m ~ m ~ 

L’imaginaire pur i correspond a un complexe de module 1 et 
d’ argument n/2 (voir encart A.l). On peut done ecrire encore : 

.Jt 

l- 

v = iwX e‘ mt = wxe 2 (A.ll) 

—m v ' 


V 


XJ r i cp i(ot 2 

coX^e e e 


il co/ + cp + - 


= (x>X n ,e 


(A. 12) 


Utilisation de la representation complexe 
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La vitesse complexe peut aussi s’ecrire en faisant apparaitre son 
module et son argument : 

„ iutt T . ii|) mt „ i(<oZ + x|>) 

V = l m e = v m e e = v m e (A. 13) 

En comparant les expressions (A. 12) et (A. 13) on a : 


K, = ^ X m 

rp = qp + 5 


(A. 14) 


On peut revenir a l’expression reelle de la vitesse en utilisant la 
relation (A.l) ou (A.5) : 

v{t) = E m cos(cof + t|t) 

/ Jt\ (A.l 5) 

v(t) = coX m cos^U)t + qp + -j 

On constate que la vitesse est dephasee de jt/2 par rapport a la posi- 
tion (voir figure A.2) : la vitesse est en quadrature de phase avec x(t). 

En utilisant la relation cos(0 + jt/2) = -sin0, cette vitesse peut 
encore s’ecrire : 


v(t) = -coX m sin((of + cp) (A.16) 

L’expression (A.16) peut etre obtenue directement en derivant la 
position x(t) = X m cos(u>t + cp) => x(t) = -X ffl cosin(cof + <p) . 

De meme on peut calculer l’acceleration de l’oscillateur : 

dv d dx 2 

a = — = — (itojc) = zoo— = (z'(jo)(z'(jox ) = -to x (A. 17) 

— dt at - at - - 


Z. / i \ ^ t r ‘ MZ 

a - - (oi= (-1 jo) X rn e e 


/cp ICO/ 


(A. 18) 


Le reel (-1 ) peut se considerer comme un complexe de module 1 et 
d’argument jt (voir encart A.l). On peut done ecrire encore : 


in 2 ~. r i cp i(x)t 2 -. r /(to/ + cp + jt) 

a - e co X m e e = co X ni e 


(A. 19) 


L’acceleration complexe peut aussi s’ecrire en faisant apparaitre 
son module et son argument : 

A i(ot A i a i(x)t . i((x)t + a) 

a = A e = A m e e = A m e 

ffi m tn 


(A.20) 
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En comparant les expressions (A. 19) et (A.20) on a : 



(A.21) 


a = qp + n 


Axe des imaginaires pures 



m 


-> Axe des reels 


Elongation 


Acceleration 


Figure A.2 Representation de I'elongation, de la vitesse et de iacceleration 
dans le plan complexe. 

On peut revenir a l’expression reelle de l’acceleration en utilisant la 
relation (A.l ou (A. 5) : 


On constate que 1’ acceleration est dephase de jt par rapport a la 
position (voir figure A.2) : elle est en opposition de phase par rapport 
a x(t). On peut aussi dire que 1’ acceleration est dephasee de jt/2 par 
rapport a la vitesse. 

En utilisant la relation cos(0 + it) = -cos0, cette acceleration peut 
encore s’ecrire : 


L’expression (A.23) est bien la derivee seconde de la position 


a(t) = A m cos(a>t + a) 

2 

a{t) = to X m cos((of + cp + n) 


(A.22) 



(A.23) 
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Encart A.1 Rappel sur les complexes 

Definitions : 

z = a + ib avec a et b reels et i imaginaire pur tel que i 2 = -1 
z* = a-ib est le complexe conjugue de z 
Le reel a est la partie reelle du complexe notee : Re( z ) = a 
Le reel b est la partie imaginaire du complexe notee : Im( z ) = b 

- Si b = 0 alors z = a est un reel 

- Si a = 0 alors z = ib est un imaginaire pur 

i r ~ 2 2 

Module du complexe : z = fia + b . 

zz* = ( a + ib){a-ib ) = a 2 + b 2 = | z | 2 

Representation dans le plan complexe : L’axe des abscisses est 
l’axe des reels, l’axe des ordonnees est l’axe des imaginaires purs. 

z = a + ib => OZ composantes ( a,b ) 

Le vecteur OZ fait un angle 0 avec l’axe des reels. 



a = |z|cos0 
b = |z| sin 0 
Z = a + ib 

Z = |z|cos0 + /jz| sin 0 
z = Izl [cos 0 + / sin 0] 


Notation exponentielle : avec e' e = cos0 + / s i n 0 

Z 0 

z = |z|e z = |z|[cos0 + zsin0] 

L’ angle 0 est appele argument du complexe z et note : 

b I m ( z ) 

arg( z ) = 0 avec tan0 - =_ 

- a Re(z) 
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Un complexe z est parfaitement defini par : 

son module | z | et son argument arg( z ) = 0 
ou 

sa partie reel Re(z ) = a et sa partie imaginaire Im( z ) = b 
Regies de ccilculs : 



arg 




\z 2 / 


= arg(z"z 2 m ) = arg(z") + arg(z 2 ”') 
= «arg(z 1 )-marg(z 2 ) 
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